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Automatos com Pilha: Definicdo
Linguagem Aceita por um AP

Notagdo grdfica para AP
APD X APND




Defini¢oes alternativas para Linguagens Livres de
Contexto

Extensdo de AFND-& com uma pilha, que pode ser
lida, aumentada e diminuida apenas no topo.
2 variacoes de AP:
- Aceita cadeias por estados de aceitagdo
- Aceita cadeias por pilha vazia
As 2 variacoes aceitam exatamente as LLC
(GLC €=> AP)

APDeterministicos: aceitam todas as LR e parte
das LLC



A pilha permite memorizar uma quantidade infinita de
informagoes. Ao contrdrio de um computador, que também
pode armazenar quantidade arbitraria de informagoes, o

AP tem a restrigdo do comportamento da pilha (FIFO).
entrada

AFI\?D- 3 T’

|

Aceita/Rejeita
Portanto, existem linguagens que poderiam ser reconhecida
or algum programa de computador, mas que ndo sa
econhecidas por qualquer AP.




O AP decide a mudanca de estado baseado no
simbolo atual da entrada, no estado atual, e no
simbolo do topo da pilha.

Ele pode, alternativamente, fazer uma transigdo

espontanea, usando € como entrada. Em uma

transicdo, o AP:

- Consome da entrada o simbolo que ele utiliza na transigdc
Se ¢ for usado, nenhum simbolo da entrada é consumido.

- Vai para um novo estado, que pode ou ndo ser o mesmo
estado anterior.

- Substitui o simbolo do topo da pilha por qualquer cadeia.
A cadeia pode ser ¢ (eliminagdo na pilha); pode ser o
mesmo simbolo do topo (nenhuma alteragdo), ou um ou
mais simbolos distintos (eliminacdo + insercdo).



—

L = {wwr | w esta em (0+1)*} - palindromos de
comprimento par sobre {0,1}.

GLC: P ->0PO | 1P1] ¢

Projetando um AP para L,

Comegamos em um estado qo que representa um palpite de que ainda
ndo vimos o meio. Enquanto estamos em qo, lemos simbolos e os
armazenamos na pilha.

Em qualquer momento, podemos supor que chegamos ao meio, entdo w
estarad na pilha, com a extremidade direita no topo. Nessa hora,
vamos para q1. Como AP é ndo deterministico, optamos também por
ficar em qo.

Em g1, comparamos os simbolos da entrada com os da pilha. Se
coincidirem, consumimos o da entrada e extraimos o da pilha, e
prosseguimos. Se ndo coincidirem, nosso palpite foi errado. Essa

ramificagdo falha, mas outras podem eventualmente ter sucesso.

. Se esvaziamos a pilha, entdo vimos alguma entrada w sequida por seu

revercna Aceiltamoc< a ehtrada atie foi lida até ecce nhantao



Vit AP i © Ui ociupia (N, ~, 1,0, {0, £LU,I ) Ulhde.

1. K é um conjunto finito de estados

2. X (sigma) € um alfabeto finito chamado alfabeto de
entrada

I (gama) é um al/fabeto da pilha finito
qo € K é 0 estado inicial. A mdquina comega nele.

Zo € I é o simbolo inicial da pilha. Aparece inicialmente
na pilha.
F € o conjunto de estados finais F < K
5 (delta) é um mapeamento de

KX u{e}) XT — subconjuntos de K X T'*

(topo)

O resultado da aplicagdo de 5 € um conjunto finito de pares
(p.y) onde p € 0 hovo estado ey éa cadela de sumbolos da

pilha que substitui o topo da pilha. Sey é ¢, o topo é

eliminado; se y = YZ, o topo é substituido por Ze Y é o
novo tonho

oL W
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=YY, gL yes, WV, V4, £05,0, 40,60, 445)

. 8(q0,0,Zo) = {(qo,OZo)? e 5(qo,1,Z0) = {(q0,1Z0)}. Uma dessas
regras se aplica inicialmente. Empilhamos o primeiro simbolc

.8(q0,0,0) = {(go,00)} e 8(qo0,0,1) = {(qo,01)} e 5(qo,1,0) =
%(c?o,lO)} e 880,1,1) = {(qg,ll) : Essag regras no% pemitem
Icar no estado qo e apenas empilhar a entrada.

. 62qo, €, Zog = {(q1,Zo)}, 5(qo, €,0)={(q1,0)} e
5(qo,g,1)={(q1,1)}. Essas regras permitem fazer uma transica
espontanea de qo para ql, deixando a pilha inalterada.

.8(q1,0,0) = {(q1, €)} e 6(q1,1) = {(q1, €)}. Em q1, comparamos a
entrada com o topo. Se coincidirem, desempilhamos.

. 8(11, £,Z0) = {(q2,Z0)}. Se encontrarmos a base da pilha e
estivermos em ql, entdo encontramos wwr e vamos para o
estamos de aceitagdo q2.



O diagrama de transi¢do para APs que
aceitam a linguagem por estado final seque:

Os nos correspondem aos estados do AP
Existem o estado inicial e os finais

Um arco rotulado com a,X/a do estado q par«
p significa que 6(q,a,X) contém o par (p, a)
entre os pares.

Convencionalmente, Zo ¢ o simbolo da pilha
(no JFLAP ¢ 2).

Leia-se: simbolo, topo_antigo/novo_topo



0, Zo/0 Zo

1,Zo/1 Zo

0,0/00

0,0/01 0, 0/¢
1,0/10 1, 1/¢

1,1/1 m
— .

g, Zo/Zo £ Z0/Zo
g, 0/0
g, 1/1




 Para um AF, a DI é o estado atual. Num AP, usamos a
"dedugdo” para indicar mudangas no estado, ha entrada e
na pilha.

- SejaP=(K, Z,T,39,qo, Zo,F) um AP. Suponha que 5(q,a,X)
contém (p, a). Entdo, para todas as cadeias wem X* e p
em I'*:

(q. aw, Xp) |- (p.w, ap)
- Esse movimento reflete a idéia de que, consumindo ae
substituindo o topo X por a, podemos ir do estado q para
o estado p. Repare que o que fica na entrada (w) e o que
esta abaixo do topo (p) ndo influenciam a agdo do AP.

- |-* representa zero ou mais movimentos do AP.



(qo, 1111, Zo)

l\

(qo, 111, 1Z0) (q1, 1111, Zo)—— (q2, 1111, Zo)
\

(qo, lll, 11Z0) (q1, 111, 1Z0) ——> (q1, 11, Zo)
\

(qo, ll, 111Z0) (q1, 11, 11Zo) (g2, 1%, Zo)

(qo, €, 1111, Zo) (q1, 1, 111Z0) (q1, 1, 1Zo)

(q1, i 1111Z0) (q1, s,lIIZo) (q1, sl, Zo)

(a2 € 70)



- Seja P=({p,q}, {01}, {Zo,X}, 8, q, Zo,{p}) e :
1. 8(q, 0, Zo) = {(q, XZo)}

2.8(q, 0, X) = {(q, XX)}

3.8(q, 1, X) = {(q, X)}

4.5(q, £, X) = {(p. )}

5.5(p. €. X) = {(p, £)}

6.3(p, 1, X) = {(p, XX)}

7.8(q.1,Z0) = {(p, &)}

A partir da DI inicial (q, w, Zo), mostre todas as DIs
acessiveis quando a entrada é:

(a) O1 (b) 0011 (c) 010



I\J

Aceitagdo por Estado Final: (Similar a AF)
Conjunto de todas as cadeias para as quais
alguma sequéncia de movimentos faz o AP entrar
num estado final — Linguagem aceita por estado

final, L(P) = {w | (qo, w, Zo) |-* (q. €, a); q € F}

Aceitacdo por Pilha Vazia: Conjunto de todas as
cadeias para as quais alguma seqiiéncia de
movimentos, a partir do inicial, faz com que a
pilha fique vazia — Linguagem aceita por Pilha
vazia N(P) = {w | (qo, w, Zo) |-* (q, &, €)}

OBS: quando aceitamos por pilha vazia o conjunto de
estados finais ¢ irrelevante.

Os dois métodos acima sdo equivalentes.



Teorema 1: Se L = N(Pn) para algum AP Pn =
(K, Z, T, dn, qo, Zo), existe um AP Pr tal
que L=L(PF).

2: . Seja Xo um simbolo especial de
ILdeia: inicio de cadeia e pilha

g, Xo/ ¢

g, Xo/ZoXo

——>  po

Se Pr vé Xo (um simbolo especial da pilha), ele
sabe gue PN esvaziaria sua pilha, entdo vai para
um estado final, pf.

g, Xo/ ¢



Teorema 2: Se L = L(Pr) para algum AP Pr =
(K,Z, T, 6r, qo, Zo, F), existe um AP Pn tal
que L=N(Pn).

IdélCl Seja Xo um simbolo especial de
inicio de cadeia e pilha

e, qualquer ,
£, qualquer / €
g, Xo/ZoXo />
—  po p
Pn simula Pr e esvazia sua pilha quando e £, qualquer / ¢

somente quando Pn entra em um estado de
aceirtagao.



Exercicio (para casa)

» Faga um AP que reconhece L = {wwR |
w e {0,1}*} por pilha vazia

* Vejam que o AP deve aceitar a cadeia
vazia.

- Procure fazer diretamente e também
a partir do AP por estado final ja
construido.



* Encontre um AP M que reconheca o conjunto
L={w]|we{0,1}* ew tem igual nimero de O
e 1}, por pilha vazia.

- (/\)/\l%sl’rre as configuragoes do AP com a entrada

Dica:

- associarOcomZelcomVU; ZU eT
* "matar*OcomlelcomO

- fazer regra para aceitar cadeia vazia



M = ({q1}{0,1}{B,Z,U}, 3, q1,B, ©)

NoOOswN R

, 0,B) = {(q1,ZB)}
,1,B) = {(q1,UB)}
,0,2) = {(q1,2Z)}
, 1,U) = {(q1,UV)}
,1,7) = {(q1, ¢)}
,0,U) ={(q1, &)}

, €B)={(q1, &)}

empilha primeiro O

empilha primeiro 1

empilha O consecutivos
empilha 1 consecutivos
desempilha se 1 com O
desempilha se O com 1
desempilha no fim da cadeia



Configuragoes para 0101

Entrada Configuragdo
(q1,B)
0 (q1,ZB)
01 (q1,B)
010 (q1,ZB)
0101 (q1,B)

(ql,¢)



» Encontre um AP M que reconhe¢a o
conjunto L = { O"1" | n > O} por pilha
vazia.



ja mostramos a equivaléncia entre:




agora vamos mostrar que:




- Idéia: fazer o AP simular a sequéncia de
formas sentenciais d esquerda usada para
gerar uma dada cadeia w. O AP tem apenas
um estado, e empilhamos as formas
sentenciais de acordo com as regras da GLC.

Num determinado instante, se x € o prefixo de w ja
reconhecido, entdo o AP estard huma DI=(q,y, Aa)
represen'rando a forma sentencial a esquerda xAa.
Se w=xy, entdo Aa deve gerar y hos proximos
passos. Se A->B, entdo o AP passarda (q, y, pa). Os
terminais que porventura estiverem no topo da pilha
(prefixo de Bo) sdo comparados com a entrada e
desempilhados até que o préximo ndo terminal (mais
a esquerda) esteja ha pilha, ou essa se esvazie. A
aceitagdo € por pilha vazia.



Seja 6= (Vn, Vt, Q, S) uma GLC. Construimos um AP Pn
que aceite L(G) por pilha vazia, da seguinte forma:

Pn=({q}, VT, VnUVt, 8, q, S)

N —

vocab. entrada vocab. pilha  estado inicial  simbolo inicial
pilha

onde § € definida por:
1. Para cada ndo terminal A,

5(q, ¢, A) = {(q, B) | A-> B € uma produgdo de G} (ap/ica regra

e ndo consome entrada)

2. Para cada terminal a, 8(q, a, a) = {(q, €)} (consome entrada e
desempilha)



Seja G:
1. E->I|E+E|E*E|E)
2. T->a|b|Ia|Ib|IO|I1

Entdo

>»={a,b,0,1,(),+ *}

'=XU{IE}e

5(q, &, I) = {(q.0). (q9.b). (q.1a), (q, Ib), (q, I0), (q, IT1)}
5(q. &, E) ={(q.1), (q, E+E), (q, E*E), (q. (E))}

8(q, a,a) = {(q, &)} ........ 5(q, *.*) = {(q. &)}

Faca as DIs para w= aO+b*bl



Se o0 AP é construido a partir da GLC
pela construgdo anterior, entdo

N(P) = L(6).



Teorema (2): SejaP = (K, X, T, §, qo, Zo) um AP.
Entdo, existe uma gramdtica livre de contexto G
tal que L(G) = N(P).

A prova desse teorema € por construgdo de G a
partir de P. Ao contrdrio do Teorema (1), que tem
também um lado funcional (de construir
analisadores sintdticos, p.ex.), o valor do Teorema
(2) € apenas tedrico, e ndo vamos demonstra-lo

aqui.



» Converta a gramdtica
S->0851|A
A ->1A0 |S |¢

em um AP que aceite a mesma
linguagem por pilha vazia.



or definigdo, os AP podem ser ndo-deterministicos, c
classe de AP deterministicos sdo especiais: embora
limitada, a classe de linguagens reconhecidas por
eles € interessante no contexto de linguagens de
programacao.



izemos que um AP M = (K, £, T, §, qo, Zo,F) ¢é deterministico
se:

5(q,a,Z) tem no maximo um elemento para vV q € K,
aexXufe},Zel
>m cada transicdo, ha no maximo uma alternativa de mudanca’

Se 3(q,a,Z) € ndo vazio para algum a € X, entdo 3(q, €,2Z)
deve ser vazio.

mpede a possibilidade de escolha entre um mov- € e um outro
que consome um simbolo de entrada)



Ndo existe um APD que reconheca

Lo = {wwr | w estd em (0+1)*} - palindromos de comprimento par sobre
{0,1}.

Mas, se inserirmos um "marcador de centro” c,

tornamos a linguagem reconhecivel por um APD:
L= {wew" | w estd em (0+1)*}

Estratégia: empilhar Os e 1s até encontrar ¢. Entdo
muda de estado em que compara cada hovo
simbolo com o topo da pilha, desempilhando se
forem iguais, até encontrar Zo no topo; caso
contrdrio, para num estado ndo final.



0, Zo/0 Zo

1, Z0/1 Zo

0,0/00

0,0/01 0,0/¢
1,0/10 1, 1/¢
1,1/11

R . %
- qo ql

¢, Zo/Zo e, Zo/Zo
c,0/0

c, 1/1




)s APD aceitam uma classe de linguagens que estdo
entreas LR e as LLC.

Teorema 1: Se L € uma LR, entdo L=L(P) para
algum APD Pr (por estado final).

rova: Um APD pode simular um AFD, simplesmente ignorando
a pilha.

ejaum AFD A = (Q, £, 8,4, qo, F)

onstruimos um APD P = (Q, 2, {Zo}, &, qo, Zo,F), definindo
5p(q,a,Z0) = {(p, Zo)} para todos os estados p e g em Q, tais
que 5,(q, a)=p.

\ostre, por indugdo sobre |w|, que:

j0.w,Zo) |-*» (p, €, Zo) se e somente se 5, (qo,w)=p



» As linguagens aceitas por APDs por
estado final incluem as LRs, mas estdo
incluidas nas LLC.

» Ou seja, ha LLCs para as quais ndo
existe um APD que as reconhece (ha
apenas APND).

* Ex. Ly -



- D. Knuth definiu, em 1965, as
gramaticas LR(k), a subclasse das GLC
que geram exatamente as linguagens
reconhecidas por APDs.

» As gramdticas LR(k) formam a base
para o YACC (yet another compiler
compiler) do Unix, que gera um
programa em C, que € um analisador
sintatico para a linguagem definida
por uma LR(k), dada como entrada.



* Teorema: Se L = N(P) para algum APD P
(por pilha vazia), entdo L tem uma GLC
ndo-ambigua.

+ Teorema: Se L = L(P) para algum APD P
(por estado final) entdo L tem uma GLC
ndo-ambigua.

(isso nos indica gue as linguagens inerentemente

ambiguas so podem ser reconhecidas por
APND)



» Autémato com pirtha: um AP é um AFND
acoplado a uma pilha que pode ser usada
para armazenar uma cadeia de comprimento
arbitrdrio.

* Aceitagdo por AP: existem dois modos pelos
quais o AP pode indicar aceitagdo. Um deles
é entrar em um estado final; o outro é
esvaziar sua pilha. Esses modos sdo
equivalentes, no sentido de que qualquer
linguagem aceita por um modo € aceita (por
algum outro AP) pelo outro modo.



- Descrigdo instantanea. usamos uma DI que
consiste no estado, na entrada restante e no conteldo
da pilha para descrever a "condi¢do atual” de um AP.
Uma fungdo de transi¢do |- entre DIs representa
movimentos isolados de um AP.

* APs e Gramadticas: as linguagens aceitas por APs

pelo estado final ou por pilha vazia sdo exatamente as
LLCs.

* AP deterministico: é aquele que nunca tem mais de
uma opgdo de movimento para um dado estado, um
simbolo de entrada (inclusive €) e um simbolo de pilha.
Além disso, ele nunca tem uma escolha entre um ¢-

movimento e consumir um simbolo da entrada.



* Aceitagdo por APD: os dois modos - estado
final e pilha vazia - ndo sdo os mesmos para APDs.
As linguagens aceitas por pilha vazia sdo um
subconjunto das aceitas por estado final (aquelas
que tém a propriedade de prefixo: nenhuma cadeia
da linguagem € um prefixo de outra cadeia da
linguagem).

- Linguagens aceitas por APD: +todas as
linguagens regulares sdo aceitas (por estado final)
por APDs e existem linguagens ndo regulares
aceitas por APDs. As linguagens de APDs sdo LLC
e, de fato, sdo linguagens que tém GLC ndo-
ambiguas.



