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5.1. Modelo uniforme

Uma v.a. continua X tem distribuicao uniforme com parametros o e 3
(a < B) se sua funcao densidade de probabilidade é dada por

f(x)=

a<x<f

c.C.

Notacado: X ~ U(a , p).

A funcao de distribuicao acumulada € dada por

(

0,
X—a
F —
( X ) l} —a )
. L
Propriedades:
E(X ): a+f

2

se xX<a,

se a<x<f,

se xX>[.

)

el - —— —
= - — — —

F(x)

-‘I_

)

(k)




5.2. Modelo exponencial

Uma v.a. continua X tem distribuicdo exponencial com parametro A > 0
se sua funcao de densidade € dada por

Ae M x>0, -

f(X): 0 a

Cc.C. e

Notacao: X ~ Ex(A).

A funcao de distribuicdo acumulada é

dada por

l—e_AX, > () o
F<X>: 0 )c<.c o

Propriedades:

E(X)=1/A2 e Var(X)=1/A".




5.2. Modelo exponencial

Propriedade. Se X ~ Ex(A), entdo P(X > a + b| X>b) = P(X > a).

E a unica distribuicdo continua com esta propriedade (“falta de

memoaria”).

Observacao. Também encontramos X ~ Ex(a), em que

fx)=

Exemplo. Diferentes
valores de A.

Relacdo: a=1/A.

=0,
o escala e A: taxa.
.C.
-~
<A
<
=




5.2. Modelo exponencial

Eventos ocorrem ao longo do tempo. O numero de eventos tem
distribuicao de Poisson com taxa A.

X representa a quantidade de eventos em um

intervalo de
comprimento . Logo, X ~ Poisson(\t).

T representa o intervalo decorrido entre dois eventos sucessivos.
Existe relacdo entre X e T?

T>tU X =0. Portanto, P(T > ) = P(X = 0) = e*, de modo que
F{)=P(T<t)=1-P(T>t)=1-eM parat>0.

Assim, T ~ Ex(\).




Exemelo

O intervalo de tempo entre a passagem de veiculos por um ponto em
uma estrada tem distribuicao exponencial com média de 0,55 minutos.
Qual a probabilidade de que o tempo seja no maximo 12 segundos?

Solucao. Se X é o intervalo de tempo entre a passagem de veiculos,
temos E(X) = 0,55 min, a = E(X) = 0,55 e X ~ Ex(a = 0,55). Ou seja,

F(x)=

P(X<12s)=P(X<12/60 min)=1-e °*°=0,305.

Em Excel: =DISTEXPON(0,2; 1/0,55; VERDADEIRO)




5.3. Modelo normal (ou gaussiano)

Uma variavel aleatodria continua X tem distribuicdo normal com meédia u e
variancia o? se sua funcao densidade é dada por

X— |2

0

1
f(ﬂ‘mg

Notacdo: X ~ N(u, o?).

, XER.

Distribulcio Norm al
N n.et )

Propriedades: E(X) = u,
Var(X) = 02
e mediana = moda = u.




Exemelos

npes {4

[INIERE

DistribuicOes normais
com medias diferentes e
variancias iguais.

o0zh

ooz~

oois

001 A

ooos

123 130 137 144 151 158 165 172 17a 186 193 200 207

o ()
0pa 4
007 4
0os 4

003 A

Distribuicdes normais com
medias iguais e variancias
diferentes.

o001 A

004 4

Lu]

13 1712 136 140 144 143 152 136 180 164 163 172 17 180 184 188 192 198 200 204 2E@x




Exemplos

W < W,

W = U,

0, < O,




Propriedades

(a) A distribuicdo é simétrica em relacdo a média.
(b) Como a area total sob curva é igual a 1, a esquerda e a direita de u a area €
igual a 0,5.

©  p(u—o<X<pu+o) =0,6896,
P(py—20<X=<pu+20)=0,9546 e
P(p—30<X=<u+30)=0,9973.

g3 ;L—Izp; o EX gt 2o .LL‘:‘SLT
: I —_—— - D BEZE — - : I
I ' . asde 0 |
I

___________ 0.9973 __ ______I
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Propriedades

A fungéo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X ~ N(u, o?) é
\

1/t- 2 Integral sem solucao analitica.
j exXp|—— =i dt. Célculo de probabilidades
\/2 mo 2\ 0 com o auxilio de tabelas.
J

Normal padrao ou reduzida. Se Z é uma
v.a. normal com meédia 0 e variancia 1,
entao Z é chamada de uma v.a. normal
padrao ou reduzida e sua funcio densidade
e

0.3

f(z)

0.2

0.1

———c¢
V27

0.0

A funcao de distribuigéo acumulada de uma v.a. Z~ N(0,1) é

D(z)=P f

11



Uso da tabela normal

Table A.3. Areas under the normal curve.
Z ~ N(0,1): distribuicao normal padrao.

Valores no corpo da tabela: ®(z) = P(Z < z), z com duas decimais.

®(z)=P f

1
expl—=t°)dt, —3,40<z<3,49.
\/271 P 2 )

I [2] /
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Uso da tabela normal

12 coluna: parte inteira de z e 12 decimal.

12 [inha: 22 decimal de z.

Exemplo. P(Z < -1,25) é encontrada na intersecao da linha
correspondente a —1,2 com a coluna 0,05:

22 decimal

l

4 0,00 0,01 002 003 004 005 006 007 008 009

-3,4

Parte inteira

e 12 decimal -1,2 0,1056
3,4

Resposta. P(Z <-1,25) = 0,1056.

13



Exemplo

Se Z ~ N(0,1), calcule Em Excel:

(a) P(Z < 1,80), (a) =DIST.NORMP(1,8).

(b) P(0,80 < Z < 1,40), (b) = DIST.NORMP(1,4) — DIST.NORMP(0,8).
(c) P(Z > -0,57) e .

(d) o valor de K tal que (c) =1-DIST.NORMP(-0,57).

P(Z < k) = 0,05. (d) =INV.NORMP(0,05).

Solucao. Da tabela normal padrao tem-se
(a) P(Z<1,80)=®(1,80)=0,9641,
(b) P(0,80<Z<1,40 )= (1,40)-d(0,80)=0,9192-0,7881=0,1311,
(c) P(Z>-0,57)=1-P(Z<-0,57)=1-0,2843=0,7157,
(d) P(Z<k)=0,05=>k=—1,64.
Observacdo. Para todo k > 0,
(i) P(Z<—k)=1-P(Z<k) e
(ii )P(—k<Z<k)=2P(Z<k)-1=1-2P(Z<-k).

14



Exemplo (b)

A =B -C, sendo
que B e C sao
encontradas na
tabela normal. 08 14

f(z)

f(z)
o

1.4

f(z)
O

0.8
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Transformagéo linear de uma variavel normal

Se X ~ N(u, 0?), entao Y = a + bX ~ N(u,, 0,?), sendo que u, =a + bu e
0,2 = b? 2.

Tomandoa=-u/o eb=1/0 obtemos a padronizacao

X —u Distribuigdo normal padrao
O ~ N ( 0,1 ) ou reduzida.

/ =

Exemplo. Se X ~ N(90,100), determinar

(a) P(80 < X <100),

(b) P(|IX-90|<30)e

(c) o valor de atal que P(90 - 2a < X <90 + 2a) = 0,99.

16



ExemEIo

80-90 X —p 100-90
0 o 10
=2P(Z<1,00)-1=2%0,8413-1=0,6826.

(- 30 _X-90 30)

10 10 10

=P(-3,00<Z<3,00)=2P(Z<3,00)-1
=2X0,9987-1=0,9974.

(c) P(90-2a<X<90+2a)=P(-2a<X-90<2a)=P|-

(a) P(80<X<100)=P( J]=P(-1,00<Z<1,00)

(b) P(]X-90]<30)=P(-30<X—-90<30)=P

2a _X-90 2a
< <
10 10 10

:2P(ng—)—lzo,99:>P(Z<§—):O,995
= g—:2,57 = q=12,85.

Exercicio. Resolver o exemplo utilizando o Excel.

17



Exemplo

A resisténcia a compressao de blocos de concreto tem distribuicao
normal com meédia 120 N/mm? e desvio padrao 15 N/mm2.

(a) Qual a probabilidade de que a resisténcia seja inferior a 100
N/mm?27?

Solucao. Definimos X como a resisténcia dos blocos a compressao.
Pelo enunciado, X ~ N(120, 152). Calculamos

100—120
<

P(X<100):P(Z =P(Z<-1,33)

@ =d(—1,33)=0,0918.

I
¢ k

' Em Excel:
= DIST.NORM(100; 120; 15;VERDADEIRO
- A >~ ( )

133 j 133 z

18




Exemplo

(b) Qual a resisténcia correspondente a 95% dos blocos de menor
resisténcia?

Solucao. Devemos encontrar x tal que P(X = x) = 0,95. Apdés uma

transformacgéo, x—120 005

P(X<x)=P|Z<
15

Iniciamos encontrando z tal que ®(z) = 0,95.

Da tabela normal, z = 1,64. Logo, x =
120 + 1,64 x 15 = 144,6 N/mm?.

Em Excel:

= INV.NORM(0,95; 120; 15)
= 144,6728.

Obs. Este valor € o quantil
— (ou percentil) 95% da
distribuicao.

19




Exemplo

(c) Qual o intervalo central correspondente a 80% de todos os valores da
resisténcia?

Solugédo. Devemos encontrar x, e x, tais que

x,—120 x,—120
P(x,=X=x,)=0,80=P <Z=< =0, 80.
15 15
f(z)
T Probabilidade acumulada até
A1\ 080

o ponto z € igual a 0,90.

Procuramos z tal que ®(z) = 0,90.
Da tabela normal, z = 1,28. Logo,

\: x,~120

— i 15
-Z z=7 x,—120

15

=—1,28=x,=120-15X1,28 =100,8 N/mm’,

=1,28=x,=120+15x1,28 =139,2 N/mm°,

Em Excel:

x, = INV.NORM(0,10; 120; 15) = 100,7767

e x, = INV.NORM(0,90; 120, 15) = 139,22326.

20



A escala sigma
|
Utilizada para medir o nivel de qualidade de um processo de producao.
Quanto maior o numero de sigmas (o), melhor.

X representa uma caracteristica de um item, sendo que X ~ N(VN, o?).

u = VN = valor nominal.
Limites de especificacao: LIE = VN — 60 (inferior) e LSE = VN + 60 (superior).

Limites nao sao atendidos:

P(X < VN - 60) + P(X> VN + 60)
=2 P(X < VN - 60)

=2 x 9,865876 x 1010

=1,973175 x 10-°.

Em Excel: =2*DIST.NORMP(-6)
= 1,98024 x 10-°.

Corresponde, em média, a cerca
de dois itens que nao atendem as
especificacdes a cada bilhdo de
itens produzidos.

f(x)

=2*DIST.NORMP(-6)* 1E9 = 1,980.

VN-60 VN VN+6o
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A escala sigma

O processo sofre uma alteracao. A média passa aser u = VN - 1,50 0u u =VN +
1,50.

Considere X ~ N(u, 0?), em que u = VN + 1,50.

Limites nao sao atendidos:
P(X < VN - 60) + P(X> VN + 60)
= 3,397673 x 10-S,

Em Excel:
=DIST.NORM(-6;1,5;1;
VERDADEIRO)+1-
DIST.NORM(6;1,5;1;
VERDADEIRO) = 3,4008 x 10-S.

Corresponde, em média, a cerca
de 3,4 itens que nao atendem as
especificacdes a cada milhdo de
itens produzidos.

VN-6 0 VN VN+150 VN+6o

X

22



A escala sigma

Nivel Média de defeitos por milhao

20 308537

30 66807

40 6210

50 233

- 3,4

40 60

Sete horas de falta de energia por més Uma hora de falta de energia a cada 34 anos

5000 cirurgias incorretas por semana 1,7 cirurgia incorreta por semana

15 minutos de fornecimento de Um minuto de fornecimento de

agua nao potavel por dia agua nao potavel a cada sete meses

Fonte: Keene, S. (2000), Reliability Review 20, p.19.
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Propriedade

Se x,....,.x, sdo v.a. independentes tais que X; ~ N(M, 02),
parai=1,...,n, entio, a v.a.

Y:X1+”'+anz X
i—1

é tal que Y ~ N(nu, no?).
Padronizac3o:

== :f/_ﬁ:mﬁ N (01),

Exemplo. O peso de uma caixa de pecgas € uma v.a. normal com media
65 kg e desvio padrao de 4 kg. Um carregamento de 120 caixas de
pecas € despachado. Qual a probabilidade de que a carga pese entre

7.893 kg e 7.910 kg?

24



Exemplo

Solucao. Pelo enunciado,
X : peso da i-ésima caixa= X ,~N(65,16), i=1,--,120.
Logo,

120
Y: pesodacarga= Y=Y X ~N(120%X65,120%X16),
i=1

Y ~N(7800,1920).

Calculamos
7893 — 7800 7910 —7800
P(7893<Y<7910)=P <7<
( ) V1920 V1920
=P(2,12<7<2,51)=®(2,51)-P(2,12)

=0,4940-0,43830=0,0110.




Teorema central do limite

Se X,, X,, ..., X, € uma amostra aleatoria de tamanho n de uma
distribuicao com média u e desvio padrao ¢ (0 < o < «), entdo a
distribuicao aproximada de

_Vn(X—p)

/= é normal padr&o N(0,1),
0)

1 L .
sendo que X=— Z X. € amédia amostral.
n =

Observacoes.

(1) Quanto maior n, melhor a aproximacao.

(2) A distribuicao das variaveis X pode ser discreta ou continua.
(3) A distribuicao aproximada de

;Xi é N(ny,no?).

26




Teorema central do limite — Distribuicao exponencial

10

) )
—

I I I I I
b0€0¢01L°000

-

apepIsSus

[
c |

P!
:

— T T T 1
8090%0c¢000

apepIsSus(

n= 100

1
N Mo}
T
o~

I I I I I
b 0€0c01000

apepIsua
7l
~ -
e
o A "
i
™~ |~
~C |
,//A-Q

[ I I I
00201000
apepISuUd

27



Teorema central do limite — Distribuicao Bernoulli (p = 0,45)

Densidade

1.0

Densidade

2.0

0.0

0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0

Densidade

Densidade

0.4

0.2

0.0

0.2 0.4

0.0

o)
il
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Exemplo

Apos arredondamento para o inteiro mais proximo, 48 numeros sao
somados. Os erros de arredondamento individuais sao uniformemente
distribuidos no intervalo (-0,5; 0,5). Qual a probabilidade de que a soma dos
numeros arredondados seja diferente da verdadeira soma por mais de 3
unidades (em ambos os sentidos) ?

Solucdo. Utilizando o teorema central do limite obtemos uma solugao
aproximada.

X, i1=1,...,48 sao os erros de arredondamento tais que X ~ U(-0,5; 0,5),
E(X)=(-0,5+0,5)/2=0e Var(X)=1[0,5-(-0,5)?/12=1/12 (veja lamina 2).
O erro de arredondamento E é dado por E = X, + X, + -+ + X5, sendo que a
distribuicao aproximada é E ~ N(48 x 0, 48 x 1/12) = N(0,4).

Devemos calcular P((E < -3) U (E > 3)), que é igual a P(E < -3) + P(E > 3).
Usando a distribuicdo aproximada, P(E <-3) + P(E > 3) = 2 P(E <-3)

E -0 <—3—0

2 =2P(Z<—-1,50)=2X0,0668=0,1336.

:zp(
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5.4. Modelo de Weibull

Uma variavel aleatdria continua X tem distribuicao de Weibull com
parametros de escala a > 0 e forma f > 0 se sua fungao densidade é

dada por
p
p-1 |-
X
f( ) g; , x=>0.
Funcao distribuicao acumulada:
_[x}P
F(x)=P(X<x)=1-e ", x>0

Notagao: X ~ W(a, p).

Obs. Se p =1, X~ Ex(a) (lamina 5).

30




Exemplos

Outras distribuicdes continuas: gama, Gumbel, log-normal, Fréchet,

Pearson, valor extremo, etc.

“eea

.......
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