1. Temos que verificar se os conjuntos sao fechados em relacao as operagoes
definidas e se sao satisfeitos os axiomas de espago vetorial.

(a) Dados (x1,y1,21) e (2, Y2, 22) € R, a adicdo usual é tal que (z1,y1, 21)+
(X2,Y2, 22) = (x1 + X2,Y1 + Y2, 21 + 22) e a multiplicagio por escalar
a-(x1,y1,21) = (@ 21,091, - 21). Ora, 21,y1, 21,22, Y2, 22, € R, e
a soma e o produto entre niimeros reais nos dao outros nimeros reais,
de modo que V é fechado em relacao as operagoes definidas. Vejamos
agora os axiomas de espaco vetorial. Primeiramente a comutativi-
dade da adi¢ao. Temos que (z1,y1,21) + (22, Y2, 22) = (1 + 22,91 +
Y2, 21 + 22) = (w2 + x1,y2 + Y1, 22 + 21) = (T2,Y2,22) + (21,91, 21)
pois z;,y;,z; € R e os nimeros reais sao comutativos em relagao a
adicao. Agora a associatividade da adigao. Se (x1,y1,21), (2,y2, 22
e (x3,y3,23) € R?, entdo (x1,y1,21) + (w2, Y2, 22) + (3,3, 23))
(1,91, 21) + (22 + 3,92 + Y3, 22 + 23) = (21 + (22 + 23), Y1 + (¥2
y3), 21 + (22 + 23)) = ((x1 + 22) + 23, (Y1 + Y2) + ¥s, (21 + 22) + 23)
(1 + 22,91 + Y2, 21 + 22) + (3,93, 23) = (21,91, 21) + (T2, y2, 22)) +
(z3,ys3,23) e aqui usamos a propriedade associativa dos reais. Ve-
tor nulo. Seja n = (n1,n9,n3) que satisfaz (z,y, z) + (n1,n2,n3) =
(7,y,2). Vejamos se tal n € R3. Temos que n satisfaz (z + ny,y +
ne, z +n3) = (z,y,2), e obtemos trés equagdes (uma para cada co-
ordenada). Da primeira, © + n; = = que sé é verdade se ny = 0.
Analogamente, ng = ng = 0, donde vem que n = (0,0,0) é o vetor
nulo e que estd em R3, pois 0 € R. Inverso aditivo. Seja (x,y,2) €
R3 qualquer. Seja (z',9',2') que satisfaz (z,y,z2) + (2/,9/,2') =
(0,0,0). Dai vem que (z + 2,y + ',z + 2z') = (0,0,0) e obte-
mos trés equagoes. Da primeira, x + 2/ = 0, vem que =’ = —uz.
De maneira andloga, y' = —y e 2/ = —z. Entao (2/,y,2') =
(—z,—y, —2z) € R? pois, uma vez que x,y, 2 € R, —z, —y, —z também
sdo reais. Associatividade da multiplicagdo por escalar. Sejam «
e 3 €Re (z,y,2) € R Entao a(B(z,y,2)) = oBz, Py, Bz) =
(a(Bz), a(By), a(B2)) = ((af)z, (aB)y, (aB)z) = (af)(z,y,z). Mais
uma vez tivemos que usar a propriedade associativa dos ntimeros
reais. Distributividades. Sejam «, § e (z,y,2) como anteriormente.
Entdo, (a + B)(z,9,2) = ((a + B)z, (a + B)y, (o + B)2) = (az +
Br,ay + By, az + f2) = (az,ay,a2) + (B2, By, B2) = a(z,,2) +
B(x,y,z). Aqui foi usada a propriedade distributiva dos ntimeros
reais. Para mostar a outra, seja a como anteriormente e (xl,yl, zl)
e (72,92,22) € R3. Entdo a((w1,y1,21) + (22,y2,22)) = alr; +
To, Y1 + Y2, 21 + 22) = (a(x1 + 22), a(y1 + y2), a(z1 + 22)) = (xy +
azxg, oy + ayz, a2 + azy) = (ox1, oy, azy) + (axg, Y2, azy) =
a(z1,y1,21) + a(z2, Yo, 22). Novamente, usamos a propriedade dis-
tributiva dos reais. Finalmente o elemento (escalar) neutro para a
multiplicagdo. Seja A que satisfaz A(z,y, 2) = (z,y, 2) para qualquer
(,9,2) € R3. Entao (Az,\y,\z) = (x,y,2) nos dd trés equacoes
cuja solugao, para A\, é A =1 € R, ou seja, tal elemento neutro para
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a multiplicacao existe.
Uma vez que V' é fechado com relagao as operacoes e satisfaz os oito
axiomas de espaco vetorial, concluimos que (V, 4+, -) é espago vetorial.

Esse é andlogo ao anterior. E espago vetorial

Nesse podemos escrever y em funcao de x e dai obtemos vetores da
forma (z, 37”2_ 1), Entdo temos de repetir o que fizemos no item a.
Vocé descobrird que esse conjunto nao é fechado em relacao & soma,
pois somando dois vetores daquela forma o resultado é um vetor que

nao pode ser escrito daquela forma. Portanto nao é espago vetorial.

Aqui, se escrevermos y em funcao de x, os vetores obtidos serdo da
forma (z, 371) Repetindo os passos do item, conclui-se que esses ve-
tores formam um espaco vetorial. Note que a equacao 3z — 2y = 0
dé uma reta que passa pela origem. A equagdo do item anterior,
3z —2y = 1, também d& a mesma reta sé que deslocada uma unidade
“para cima”. Ora, sabemos que os subespacos de R?, além dos sube-
spacos triviais, sdo retas que passam pela origem. Sabendo disso,
ja poderiamos dizer que, como todo subespago é espago vetorial, o
conjunto dado nesse item é espago, enquanto que o do item anterior
nao é.

Nesse caso, temos de mostrar que a soma de duas fungoes pares e a
multiplicagao de um esccalar por uma funcao par é uma fungao par.
Note que, a fungao f é um vetor, enquanto que a funcao aplicada
num dado z, f(x), é um ndmero real. Ora, sejam f e g € V, ou seja,
fungoes pares. Entao temos de verificar que a equagao (f + g)(z) =
(f + g)(—x) vale para todo z real. Lembrando que a soma de duas
fungoes é dada por (p + q)(z) = p(z) + g(x). Entéo (f + g)(z) =
f(@) +9(x) = f(=z) + g(—z) = (f + g)(—2) ¢ uma fungao par,
donde vem que o conjunto é fechado em relacdo & soma. Agora a
multiplicacdo por escalar. Seja @« € R e f € V. Entdo, como a
multiplicagdo de uma fungao por um real é dada por (Ah)(z) = Ah(z),
temos que (af)(z) = af(x) = af(—z) = (af)(—z) também é uma
fungao par, de modo que o conjunto também é fechado em relagao
a multiplicacao por escalar. Feito isso basta verificarmos os axiomas
de espago vetorial, que é andlogo ao que foi feito no item a. Vocé
desobrird que esse conjunto, com essas operagoes, é espago vetorial.

Note que aqui os nossos vetores sao todos os nimeros reais estrita-
mente positivos, e a soma desses vetores é dada pela multiplicagao
usual dos respectivos niimeros reais, e a multiplicacao por um escalar
é dada fazendo o vetor (que é um nimero real) elevado ao escalar.
Vocé descobrird que o vetor nulo é o niimero real 1, bem como o ele-
mento neutro da multiplicagao por escalar. Entretanto esse nimero
1 tem aspectos diferentes: um vetorial e outro escalar. Pode-se veri-
ficar que o dado conjunto é fechado em relacao as operacoes, ou seja
quando vocé opera nimeros reais estritamente positivos da maneira



como nos foi dada, os resultados dessas operagbes sao, também,
nimeros reais estritamente positivos. Os oito axiomas de espaco veto-
rial também sao satisfeitos. Entao esse conjunto, com essas operagoes
também é espaco vetorial.



