32 Lista de Exercicios - SME0812 Modelos Lineares - 14/09/2012
Entregar Exercicios 10, 13 e 14 em 28/09/2012

Exercicio 1. Considere o modelo Y = X3 + € com € ~ N,(0,0%I,,) e X de posto completo
k+1. Seng—?:Y—XB, prove que
(i) Cov(e, ﬁ) =0
(i) Cov(e, B) = X (X'X) o2
(iii) Cov(e, Y) I - X(X'X)1X']o?
(iv) Cov(e, Y) = 0.
Com base nos itens (iii) e (iv), discuta por que é preferivel a analise gréfica de € x Y em relacao

a analise grafica de € X Y.

Exercicio 2. Seja Y ~ N, (X3, 0%I,) com X de posto completo p. Prove que
r X'X
(B-8) = (B-8) ~x&

Exercicio 3. Considere um modelo linear geral Y = X3 + €, com intercepto, e as particoes

ﬁ:[%] 00m131:[51 fa ... Bk]/eX:[l Xl

By
Considere S = XX, —nXX' e X = [T1 Ty ... Tx|, em que T; é a média dos elementos da
(1 + 1)-ésima coluna de X, i =1,..., k. Prove que
~ X11Y —
(i) B, = S5 {X{Y ST ] — SY(X]Y - n¥x)
n

(ii) By =Y — XS (XY —nYX) =Y — X3,
Exercicio 4. No modelo Y = X3+ €, com € ~ N,,(0,021,), determine a distribuicao do vetor
de resfduos € =Y - Y =Y — X3.
20
Exercicio 5. Para o modelo Y; = 8y + f1x; +¢;, 1 = 1,...,20, onde ny =90e¢ ~ N(0,0?)

i=1
independentes, o sistema de equacoes normais obtido foi

22

(a) Calcule B/X’Y e SQRes=Y'Y — B/X’Y
(b) Construa um intervalo de confianga com coeficiente de confianca 0,95 para E(Y|z = 3).

(c) Construa o correspondente intervalo de predigao.

Exercicio 6. Sejam
Yi=0+¢
Yo=20—-7+e
Ys=0+27y+es

onde F(¢;) =0,7=1,...,3. Determine os estimadores de minimos quadrados de 6 e .

Exercicio 7. Prove que o coeficiente de explicacao do modelo, k%, em um modelo de regressao

linear simples é o quadrado do coeficiente de correlagao entre Y e Y.

Exercicio 8. No modelo de regressao linear simples com as suposi¢oes usuais, determine o

estimador de maxima verossimilhanca de 3y e 31 sob a hipdtese Hy : By = 2.



Exercicio 9. Num problema de estocar sorvetes a baixa temperatura, verifica-se que a perda
de sorvete Y estd relacionada com o tempo de estocagem através do modelo Y = (5t + €. Foi
conduzido um experimento em que registrou-se a perda de sorvete (Y, em ¢m?) em fungao do

tempo (¢, em semanas), com os seguintes resultados

t; 1 2 3 4 5) 6 7 8

yi 21 2.81 304 31 624 801 579 838
Admitindo que ¢; ~ N(0,0%), i =1,...,8 e que sdo v. a.’s independentes,
a) Estime 3 e o2

b) Determine um intervalo com 95% de confianca para 3 e o2.

)
(¢)
d) Teste, ao nivel de significancia 0,05, as hipéteses Hy : § = 0 contra Hy : 8 # 0.
(e) Determine o poder do teste para /o = 0, 2.

Calcule o coeficiente de explicagao do modelo.

(
(
(

Exercicio 10. Considere um modelo linear em que

E(}/h):e, i:17...,m7
E(Yo) =0+, i=1,...,m,
E(Ys;)=0—-2y,i=1,...,n

em que todas as observacoes estao sujeitas a erros independentes com média 0 e variancia o?.

(a) Determine os estimadores de minimos quadrados de 6 e .

(b) Prove que esses estimadores sao nao correlacionados se m = 2n.

Exercicio 11. Mostre que (Y — X3) (Y — X3) = (Y—XB)’(Y—XB) + (B—B)’X’X(,@—ﬁ)
com 3 = (X’X)71X"Y e conclua que (Y — XB3)'(Y — X3) é minimizada para 3 = B.

Exercicio 12. Suponha que, em um modelo linear geral com intercepto, multiplicamos todos
os valores das varidveis independentes de modo que z;; = kjw;; para todo i e j. Expressando

a matrix X em termos de uma nova matriz W, prove que Y permanece inalterado.

Exercicio 13. Considere o modelo linear geral Y = X3 + € com € ~ N,(0,0%[,) e Bo

o estimador de méaxima verossimilhanca de 3 sob a hipotese de que C3 = m. Prove que

Exercicio 14. Decidiu-se ajustar um modelo do tipo Y = [1x1 + fex5 + € sendo que os erros
sao varidveis aleatérias independentes com distribuigao N(0,¢?) com base nos dados a seguir
xr 1 1 1 2 2 2 00
za 1 -1 0 1 0 -1 01
Y 85 3 55 125 10 7 2 5

(a) Obtenha o modelo ajustado Y = Zi’\lxl + ngg.

(b) Prove que, nesse caso, os estimadores ; e (o sdo varidveis aleatdrias independentes e

determine suas distribui¢oes marginais.

(c) Construa a tabela de anélise de variancia e teste ao nivel de significancia de 0,05 a
hipétese Hy : 1 = P2 = 0 contra Hy : pelo menos um f; diferente de zero,i = 1, 2.

(d) Prove que o poder deste teste para hipétese alternativa Hy : f; = B, = 1, admitindo
que 0 = 2 é dado por P(W >5,14) em que W ~ Fy35.



