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Ordenacao: HeapSort




HeapSort

» Utiliza uma estrutura de dados chamada heap para
ordenar.

» Um heap € um vetor (array) que representa uma arvore
binaria.
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» Heap:

Estrutura de dados para armazenar dados segundo uma
regra particular. Tradugao usual: monte.

ou

Espaco de memoria variavel onde sao criados objetos.
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» No caso da ordenagao, um heap € uma estrutura de dados
em que ha uma ordenacao entre elementos representados via

arvore binaria
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» Um heap observa conceitos de ordem e de forma

Ordem: o item de qualquer no deve satisfazer uma relagao de
ordem com os itens dos nos filhos

Heap maximo (ou descendente): pai >= filhos, sendo que a raiz é o
maior elemento

Heap minimo (ou heap ascendente): pai <= filhos, sendo que a raiz € o
menor elemento
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» Um heap observa conceitos de ordem e de forma

Forma: a arvore binaria tem seus nos folha, no maximo, em
dois niveis (ou seja, somente o ultimo nivel pode estar
incompleto), sendo que as folhas devem estar o mais a
esquerda possivel
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No&s folha

10



HeapSort

é%%?% b

11



HeapSort

» Exemplos de arvores binarias que sao heaps

Por qué?
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» Como armazenar um heap?
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» Como armazenar um heap?
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Filhos do no ':

= filho esquerdo

= filho direito
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» Como armazenar um heap?
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» Como armazenar um heap?
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Assume-se que:
A raiz esta sempre na posigao 0 do vetor

Teremos que armazenar o numero de elementos do vetor
e

Teremos que armazenar o numero de elementos no heap
armazenado dentro do vetor
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» A idéia para ordenar usando um heap é:
Construir um heap maximo

Trocar a raiz — o maior elemento — com o elemento da ultima
posicao do vetor

Diminuir o tamanho do heap em |

Rearranjar o heap maximo (agora menor), se necessario
Repetir o processo n-| vezes
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HeapSort: exemplo

X[O] ... X[7]

héap

1) Monta-se o0 heap com
base no vetor desordenado




HeapSort: exemplo

X[O] ... X[7] X[0] ... x[6]  X[7]
92

\ J \ J

héap héap

1) Monta-se o0 heap com
base no vetor desordenado

x[0]
o (68,

(52)(12) (48) (25

2) Troca-se a raiz (maior elemento)
com o ultimo elemento (x[7]) e
rearranja-se o heap
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92 86 | 92
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3) Troca-se a raiz com o
1) Monta-se 0 heap com ultimo elemento (x[6]) e
base no vetor desordenado rearranja-se o heap
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2) Troca-se a raiz (maior elemento)
com o ultimo elemento (x[7]) e
rearranja-se o heap
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rearranja-se o heap
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» O processo continua até todos os elementos terem
sido incluidos no vetor de forma ordenada

/4

» E necessario:
Saber construir um heap a partir de um vetor qualquer
Procedimento construir_heap

Saber como rearranjar o heap, ou seja, manter a propriedade
de heap maximo

Procedimento rearranjar_heap
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» Procedimento rearranjar_heap: manutencao da
propriedade de heap maximo

Assume que as arvores binarias com raizes nos filhos
esquerdo e direito de i sao heap maximos, mas que A[i]
pode ser menor que seus filhos, violando a propriedade de
heap maximo

A fungao do procedimento rearranjar_heap € deixar A[i]
“escorregar’ para a posicao correta, de tal forma que a
subarvore com raiz em i torne-se um heap maximo
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» Na pratica, trabalha-se com o vetor

16 |4 |10 |14 |7 |9 |3 |2 |8 |1

~~~~~~~~
______

16 (14 |10 (4 |7 |9 |3 |2 |8 |1

- -
S =a -

1 Execucéao recursiva de rearranjar_heap

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
16 (14 |10 |8 |7 |9 |3 |2 |4 |1




HeapSort

voild rearranjar heap (int v[], int 1, int tamanho do heap) {

int esq, dir, maior, aux; \\\\$

— * 1 + . , . , - .
esq = 2 * 1+ 1 né a partir do qual é necessario rearranjar
dir = 2 * i + 2;

if ((esg < tamanho do heap) && (v[esqg] > vI[i1]))

maior = esg;
else
malior = 1;
1f ((dir < tamanho do heap) && (v[dir] > v[maior]))
maior = dir;
if (maior != 1) {
aux = v/[i];
v[i] = v[maior];
v[maior] = aux;

rearranjar heap (v, malor, tamanho do heap);
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» Procedimento construir_heap

Percorre de forma ascendente os primeiros n/2 - | nos
(que nao sao folhas) e executa o procedimento
rearranjar_heap

A cada chamada do rearranjar_heap para um no, as duas
arvores com raiz neste no tornam-se heaps maximos

Ao chamar o rearranjar_heap para a raiz, o heap maximo
completo é obtido
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arranjar_heap(A,2)
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vold construir heap (int v[], int n)
int 1;
for (1 = n/2-1; 1 >= 0; 1i--)

rearranjar heap(v, i, n);

Simulacgao (applet Java) em:
http://www.inf.fh-flensburg.de/lang/algorithmen/sortieren/heap/heapen.htm
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Procedimento heap-sort

Construir um heap maximo (via construir_heap)

Trocar a raiz — o maior elemento — com o elemento da
ultima posicao do vetor

Diminuir o tamanho do heap em |
Ajustar heap, se necessario (via rearranjar_heap)
Repetir o processo n-| vezes
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Dado o vetor:

Chamar construir_heap e obter:

16 |14 (10| 8 | 7 | 9 | 3

Executar os passos de 2 a4 n — | vezes
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void heapsort(int v[], int n) {
int 1, aux, tamanho do heap;

construir heap (v, n);

tamanho do heap = n;

for (i = n - 1; i > 0; i--) {
aux = v[0];
v[0] = v[1i];
v[ili] = aux;

tamanho do heap--;

rearranjar heap (v, 0, tamanho do heap);
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» Executar o processo de ordenagao completo para o
vetor abaixo:

(44,55, 12, 42, 94)
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HeapSort € estavel !
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Parte ja ordenada, ndo vai mudar.
A posicao relativa desses dois numeros foi alterada.

’

Heapsort € instavel
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Qual a complexidade do HeapSort?
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voild rearranjar heap (int v[], int i, int tamanho do heap)
int esq, dir, maior, aux;
esq =2 * 1 + 1;
dir = 2 * i + 2;
if ((esq < tamanho do heap) && (v[esq] > v[i]))
maior = esq; €‘§““‘————______ji>\
else 5 comparagoes

i; w

if ((dir < tamanho _do hea (v[dir] > wv[maior]))

maior

maior = dir;
if (maior !'= i) {

aux = v/[1i];

v[maior] = aux;

rearranjar heap (v, malor, tamanho do heap);
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» rearranjar_heap

5 comparacdes realizadas no maximo |log,(h) +1
vezes, onde h € o numero de elementos no heap

log, () |+1
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void construir heap(int v[], 1nt n) {
int 1;
for (i = n/2-1; 1 >= 0; i--) <«—— |n/2] vezes
rearranjar heap(v, i, n); €—— 5(|_Iog2(n—i)J+1)
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» construir_heap
i=|n/2]-1 > 5(log,(n—|n/2]-1)|+1)
log,(n—2)]+1)
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» construir_heap

i=|n/2]-1 > 5(log,(n—|n/2]-1)|+1)
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Aproximagao da soma:

5(log, (n) +1)+5(log, (n—1) +1)+5(log, (N —2) +1)+...+5(log, ([ n/2 |-1) +1) =

_5 ilogz(j)uzs[ 1+ Y log, (j)J (fn/zhz 3 log, (j)J

iz [l ek vl

n [n/2]-2
:|—5n/2_|+10+5[ Zlogz(j)j |_5n/2_|+10+5£ZIOg (j)- Zlogz(j)j

j=[n/21

=[5n/2]+10+5(log, n—log,(n/2]-2))= 2
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log, n'~nlog,n—n | Aproximagdo de Stirling

=[5n/2]+10+5(log, ni-log,((n/2|-2))=

=[5n/2|+10+5(nlog,n—n—(n/2]-2)log,(n/2|-2)+(n/2|-2))=

=[5n/2|+10+5nlog, n—5n—-5(n/2|-2)log,(n/2]-2)+|5n/2|-10=

=[10n |+5nlog, n—5n—([5n/2]-10)log,(n/2|-2)

Toonstruir neap(N) = 5N10g, n—=[5n/2log,(n/2|-2)+10log,( n/2|-2)+5n
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log, n'~nlog,n—n | Aproximagdo de Stirling

=[5n/2]+10+5(log, ni-log,(n/2|-2))=

=[5n/2]+10+5(nlog, n—n—(n/2]|-2)log,(n/2]|-2)+(n/2]-2))=

=[5n/2|+10+5nlog, n—5n—-5(n/2|-2)log,(n/2]-2)+|5n/2|-10=

=[10n]+5nlog, n—5n—(5n/2]-10)log,(n/2]-2)

Toonstruir neap(N) = 5N10g, n—=[5n/2log,(n/2|-2)+10log,( n/2|-2)+5n

Tconstruir_heap(n) <5n Iogz n , para ny >= 269
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log, n'~nlog,n—n | Aproximagdo de Stirling

=[5n/2]+10+5(log, ni-log,(n/2|-2))=

=[5n/2]+10+5(nlog, n—n—(n/2]|-2)log,(n/2]|-2)+(n/2]-2))=

=[5n/2|+10+5nlog, n—5n—-5(n/2|-2)log,(n/2]-2)+|5n/2|-10=

=[10n]+5nlog, n—5n—(5n/2]-10)log,(n/2]-2)

Toonstruir neap(N) = 5N10g, n—=[5n/2log,(n/2|-2)+10log,( n/2|-2)+5n

TCOHStrUif_heap(n) < 5n IOQZ n , para n0 >= 269 Portanto, Tconstruir_heap(n) = O(nlogzn)
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void heapsort(int v[], int n) {
int 1, aux, tamanho do heap;

construir heap (v, n);

tamanho do heap = n;

for (1 =n - 1; 1 > 0; 1--) { <«——— Nn-1lvezes
aux = v|[0];
v([i0] = vI[i];
v[i] = aux;

tamanho do heap--;

rearranjar heap (v, 0, tamanho do heap);

) S 5(log, (i) ]+1)

Onde i=tamanho_do_heap
61



HeapSort

» n-l vezes rearranjar_heap

i=n-1 > 5( log,(n—1) |+1)
= > 5(log, 3]+1)
i=2 > 5(log, 2|+1)
i=1 > 5( log,1|+1)

— Soma ?
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Aproximagao da soma:

5(log, (n—1) +1)+...+5(log, 3+1)+5(log, 2+1)+5(log, 1+1) =

n-1 n-1 n-1
=5> log,(j)+1=5Y log,(j)+ Y 5=5log,(n-1)4+5(n-1) = ?
j=1 j=1 j=1
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Aproximagao da soma:

5(log, (n—1) +1)+...+5(log, 3+1)+5(log, 2+1)+5(log, 1+1) =

n-1 n-1 n-1
=5 log,(j)+1=5) log,(j)+ > 5=5log,(n-1)4+5(n-1) =
j=L j=1 j=1

=5(n—1)log,(n—1)— (n—1)+5(n-1) log, n!~nlog, n—n

T

rearranjos heap

(n)=5(n-1)log,(n—-1)+4n—-4

Tcarranjos neap(N) <8N10g, N, para ny >= 108 | Portanto, T,e.yanjos neap(N) = O(nlog,n)
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Theapsort(n) = Tconstruir_heap(n) +Trearranjos_heap(n)

Theapsort(n) - O(n Iogz n) + O(n Iogz n)

(n) =max{O(nlog, n), O(nlog, n)}

Theapsor

I n) =0(nlog, n)

eapso rt(
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Theapsort(n) = Tconstruir_heap(n) +Trearranjos_heap(n)
Theapsort(n) - O(n Iogz n) + O(n Iogz n)
T, n) = max{ O(nlog, n),O(nlog, n)}

eapso rt(

Theapsort(n) — O(n Iogz n)

Pior caso do HeapSort
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Caso médio e melhor caso: O(nlog, n)
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Caso médio e melhor caso: O(nlog, n)

Complexidade de espaco: O(n)
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