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SMEO0510 - Introducdo a Pesquisa Operacional
xemplo: Problema da Mistura
L_Exemplo: Problema da Mi

Problemas de mistura - Aula Prof. Alysson Machado Costa

m Um certo 6leo é refinado a partir da mistura de outros 6leos,
vegetais ou ndo vegetais:

m V1 V2 (dleos vegetais)

m NV1 NV2 NV3 (éleos ndo vegetais)

m Por restricSes da fabrica, um maximo de 200 ton. de éleos
vegetais podem ser refinados por més, e um maximo de 250
ton. de dleos ndo vegetais. A acidez do éleo desejado deve
estar entre 3 e 6 (dada uma unidade de medida) e a acidez
depende linearmente das quantidades/acidez dos dleos brutos
usados.
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xemplo: Problema da Mistura
L_Exemplo: Problema da Mi

Problemas de mistura - Aula Prof. Alysson Machado Costa

m O preco de venda de uma tonelada do 6leo é R$150.

m Calcule a mistura que maximiza o lucro, considerando os
dados na tabela abaixo:

Olea V] V2 NV | NV2 | NV3
Custo/ton 110 120 | 130 |110 |[115
2.0 ..

[ 3]

Acidez 8.5 6.1 a.0
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xemplo: Problema da Mistura
L_Exemplo: Problema da Mi

Problemas de mistura - Aula Prof. Alysson Machado Costa

m x1 - quantidade do 4leo V1 (ton)
® x - quantidade do 6leo V2 (ton)
® x3 - quantidade do 6leo NV1 (ton)
® x4 - quantidade do 6leo NV2 (ton)
® x5 - quantidade do 6leo NV3 (ton)

m y - quantidade produzida (ton)

SMEO0510 - Introducgdo a Pesquisa Operacional



SMEO0510 - Introducdo a Pesquisa Operacional
|—Prcnblema de Transporte

Problema de Transporte

O PROBLEMA DE TRANSPORTE
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I—Problema de Transporte

Problema de Transporte

m Transportar itens de centros de origens a centros de destinos,
m S3o dados conhecidos do problema:

m o custo de transporte de cada item;
m as quantidades dos itens disponiveis em cada centro;
m e as demandas de cada consumidor.

m O transporte deve ser efetuado de modo que as limitacGes de
oferta em cada centro seja respeitada e a demanda de cada
mercado atendida e o custo total de transporte seja minimo.
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|—Prcnblema de Transporte

Problema de Transporte

m Transportar itens de centros de origens i a centros de destinos
_jl

m o custo de transporte de cada item (cj);

m as quantidades dos produtos disponiveis em cada origem i (a;);

m e as demandas de cada destino (d}).

m Definindo as varidveis de decisdo como sendo: x;=quantidade
transportado do produto da origem i para o destino j.

Origens Destinos
a CI\JT;“—). 4
\\X\//
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I—Problema de Transporte

L Possiveis Aplicacoes

Possiveis Aplicacoes

O Problema de transporte pode surgir em diversas situaces.
m Transporte de alimentos de industrias aos mercados
consumidores;

m Transporte de pedras de centros de mineracdo para depédsitos
ao longo de uma rodovia em construcdo;

m Designacdo de tarefas a maquinas;

m Transporte de producdo agricola do campo até armazéns.
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I—Problema de Transporte
L Exemplos

Exemplo 1 - transporte de bebidas

Uma inddstria de bebidas possui:

m Dois centros de produgdo (m = 2), Araraquara e Sdo José dos
Campos

m Trés mercados consumidores (n = 3), Sdo Paulo, Belo
Horizonte e Rio de Janeiro.

Sejam:
® X; a quantidade do produto (uma unidade pode ser um

engradado contendo dezenas de garrafas) a ser enviada do
centro de producdo i ao mercado consumidor j.

® C; o custo unitdrio do transporte de uma unidade de produto
do centro de producdo i ao mercado consumidor ;.
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I—Prcvl:vlema de Transporte
L Exemplos

Exemplo 1

Os custos s3o dados na tabela abaixo:

Mercados

Centro de Sao Belo Rio de Suprimento
Suprimento Paulo (1) | Horizonte (2) | Janeiro (3) || Disponivel a;
Araraquara (1) 4 2 5 800
S. J. dos Campos (2) 11 7 4 1000
Demanda dos (b;) 500 400 900 1800

D1 — »

D2 1
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I—Problema de Transporte
L Exemplos

Exemplo 1

O modelo matematico para este problema é dado por:
Minimizar f(xi1,...,x23) = 4x11 + 2x12 + 5x13 + 11x01 + Tx00 + 4x03
sujeito a:

X11 + X12 + X13 < 800

X1 + X220 + x23 < 1000

x11 + x21 = 500

x12 + X0 = 400

x13 + x23 = 900

x11 2> 0,x12 2 0,x13 > 0,x1 > 0,x00 > 0,x3 >0

SMEO0510 - Introducgdo a Pesquisa Operacional



SMEO0510 - Introducdo a Pesquisa Operacional
I—Problema de Transporte
L Exemplos

Exemplo 2 - transporte de rochas

Considere o problema de se transportar agregados para a
construcao de uma rodovia e suponha que:

m N3o estejam disponiveis na regido jazidas de rochas
adequadas a obtencdo de pedra britada;

m Este material deve ser transportado de jazidas proximas para
alguns pontos convenientes preestabelecidos ao longo de onde
serd implantada a estrada.
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L Exemplos

Exemplo 2 - transporte de rochas

Os caminhos que ligam cada pedreira aos pontos de depdsito sdo
representados pela figura:
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I—Problema de Transporte
L Exemplos

Exemplo 2

Os custos de transporte de cada jazida aos depdsitos sdo dados na
seguinte tabela:

[ Pedreiras [ Depésito 1 | Depésito 2 [ Depésito 3 | Oferta a; |
1 30 13 21 433
2 12 40 26 215
3 27 15 35 782
4 37 25 19 300
Demanda (b;) 697 421 612

xjj € a quantidade (m?3) transportada de rochas da jazida i para o
deposito j.
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L Exemplos

Exemplo 2

O modelo matematico deste problema é dados por:
Minimizar
f(Xll, ceey X43) = 30X11 + 13X12 + 21X13 + 12X21 + 40X22 + 26X23 +
27x31 + 15x35 + 35x33 + 37x41 + 25x40 + 19x43
sujeito a:

x11 + x12 + x13 < 433

Xp1 + Xo2 + X3 < 215

X31 + X320 + x33 < 782

Xa1 + x42 + X33 < 300

x11 + x01 + X31 + Xa1 = 697

X12 + X0 + X350 + x40 = 421

x13 + X3 + X33 + x43 = 612
xj>0,i=1,...,4,j=1,..3
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LProblema de Designagao

Problema de Designacao

O problema de transporte também pode surgir em outras situacdes.
Suponha que n tarefas devam ser atribuidas a n pessoas e que pj
mede o interesse do individuo / na realizacdo da tarefa j.

Variaveis de decis3o:

m x; = 1 se o individuo i for designado para a realizacdo da
tarefa j

m x; = 0, caso contrario.

SMEO0510 - Introducgdo a Pesquisa Operacional



SMEO0510 - Introducdo a Pesquisa Operacional
I—Problema de Transporte
LProblema de Designagao

Formulacao Matematica

A formulacdo do problema de designacdo (ou atribuicdo) é:

n

n
Maximizar f(X11,X12, .-+, Xnn) = ZZPUX,'J'
i=1j=1

n
Y xj=1i=1....n
j=1

m
d xj=1j=1,...,n
i=1

Xl-j-:Oou 1.i=1,....,nej=1...,n

Sendo:
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Problema de Transporte

O PROBLEMA DE TRANSPORTE - Exercicio
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I—Problema de Transporte
L Exemplos

Considere o exemplo 1 - transporte de bebidas

Uma industria de bebidas possui:
m Dois centros de produ¢do (m = 2), Araraquara (1) e S3o José
dos Campos (2)
m Trés mercados consumidores (n = 3), Sdo Paulo(5), Belo
Horizonte(6) e Rio de Janeiro(7).
m A inddstria de bebidas dispde de dois depdsitos para abastecer
os mercados consumidores: Campinas (3) e Barra Mansa (4).

Considere que os mercados s3o abastecidos apenas a partir dos
depésitos (centros intermediarios). Chamamos estes problemas de
Problemas de transbordo
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|—Prcnblema de Transporte
L Exemplos

Considere o exemplo 1 - Problemas de transbordo

m Dois centros de producdo (m = 2), Araraquara (1) e S3o José
dos Campos (2)

m Trés mercados consumidores (n = 3), Sdo Paulo(5), Belo
Horizonte(6) e Rio de Janeiro(7).

m A inddstria de bebidas dispde de dois depdsitos para abastecer
os mercados consumidores: Campinas (3) e Barra Mansa (4).

fabricas c. de dist. consumidores
Araraquara (D—— et %@mlmi_ﬂab‘—"u..n_ /_'. 5P
S.1. Campos (2)-/ T e
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L Exemplos

Exercicio

Os custos unitarios de transporte de centros de suprimento aos
depésitos sdo dados na tabela abaixo:

Campinas(3) Barra Mansa(4)
Araraquara (1) 1 3
S.J. Campos(2) 1 2
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L Exemplos

Exercicio

Os custos unitarios de transporte dos depdsitos aos mercados
consumidores s3o dados abaixo:

S3o Paulo (5)  Belo Horizonte(6)  Rio de Janeiro(7)
Campinas(3) 1 3 3
Barra Mansa(4) 3 4 1

Apresente o modelo matematico.
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|—Prcnblema de Designacdo - Exercicio

Problema de Designacao

Problema de Designacao - Exercicio
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I—Problema de Designacdo - Exercicio

L Exemplos

Exercicio

Quatro construcdes diferentes A, B, C e D devem ser levantadas
em um campus universitario por quatro empreiteiras 1, 2, 3 e 4.
Como todas as empreiteiras contribuem muito para o fundo dos
alunos, cada uma delas deve construir um edificio. Cada
empreiteira fez suas propostas no tocante as quatro construcdes.
Estas aparecem no quadro abaixo: O problema consiste em
determinar que construcdo designar a que empreiteira para que o
custo da obtencdo dos quatro edificios permaneca minimo.
Apresente o modelo matematico. Resolva o exercicio no Excel.
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I—Problema de Designacdo - Exercicio

L Exemplos

Exercicio -Designacao

Empreiteira
Constru¢do 1 2 3 4

A 48 48 50 44
B 56 60 60 68
C 9% 94 90 85
D 42 44 54 46
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|—Prcnblemas de Corte e Empacotamento

O Problema de Corte e Empacotamento

O PROBLEMA DE CORTE E EMPACOTAMENTO
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|—Prublemas de Corte e Empacotamento

Introducao

m Problema de Corte - consiste no uso de estratégias para a
produc3o de itens (pecas pequenas), a partir do corte de um
objeto (peca grande), garantindo que a perda do material
utilizado seja minima.
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I—Problemas de Corte e Empacotamento

LAplicao;ijes

Aplicacoes

m Corte de bobinas de papel - bobinas-jumbo sdo cortadas em
sub-bobinas (21cm, 29,7cm, etc) que, por sua vez, podem
ainda ser cortadas em retangulos (tamanho A4, por exemplo);

m Corte de barras metilicas - através do corte de tubos ou perfis
metdlicos grande s3o produzidas as trelicas (estrutura formada
de barras lineares, usadas na construcao civil, construcdo de
avides, etc);

m Corte de tecidos;
m Corte de espumas para producdo de colchdes e travesseiros;

m Empacotamento de produtos em caminhdes.
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

m AplicacBes: Industrias de papel, tecido, vidro, barras de aco ,
entre outras, que fabricam seus produtos em pecas de
tamanho fixo (tamanho padr&o);

m Seja uma barra grande de comprimento L e um conjunto de
pequenas barras de comprimento /; , i=1,...,m,
chamaremos estas pequenas barras de itens, e seja d; uma
determinada quantia de itens de tamanho /; desejados,
i=1,...,m.

m Assim, o problema de corte consiste em produzir itens a partir
do corte de barras grandes, de forma que a demanda seja
atendida e uma determinada funcdo seja otimizada, como por
exemplo, minimizar o nmero de barras cortadas, minimizar a
perda ou maximizar o lucro.
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

m Objeto de tamanho padrdo L:

l'.' L _.l'l
S NS
- L >
m ltens em carteira de pedidos:
T N
| L . L ‘ | | L | ‘
\ |I I| ',\ |\\ | | | |
-« > +«— —» - >
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

m Padrio de corte 1 definido por a; = (a11, a01, a31)T, onde aj;
¢ o nimero de itens do tipo i/ cortado conforme o padrido de

corte 1. No exemplo, a; = (5,0,0)7.

< L

Padrio de corte 1 |" |
5itens |, |11 11|11|11 I ]

1
\ L
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

m Padrio de corte 2 definido por a; = (a12, a0, a32) ", onde aj»
é o nimero de itens do tipo i/ cortado conforme o padrido de
corte 2. No exemplo, a» = (0,2,0)7.

< L
Padrao de corte 2 |{ ( N .
L, | 1L, ||

2itens 1, \ \/

A J
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

m Padrio de corte 2 definido por a3 = (a3, ap3,a33) ", onde aj3
é o nimero de itens do tipo i/ cortado conforme o padrdo de

corte 3. No exemplo, a3 = (0,1,2)7.

Padrao decorte3 L
. f / f N
1 itens 12 | 12 [ 1 | | | |
| 3
2itens 1, \ V3L
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L Problema do Corte Unidimensional

Padroes de corte

m Varios padrdes distintos podem ser determinados.
m Como definir um padrdo de corte?

m Um vetor a representa um padrdo de corte se e somente se o
seguinte sistema é satisfeito:

hop + boas + ...+ lham < L
aj >0 e inteiro, j=1,...,m
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema da Mochila Inteiro - Determinando um padrao
de corte

max z = viag + Voo + ... + VpQip
hay 4+ hao + ... 4 lha, < L
aj >0 e inteiro, j=1,...,m

m O problema anterior para determinacdo de padrdes de corte é
um problema de otimizacdo linear inteira e serd estudado com
mais detalhes na segunda metade do curso de PM.

m Observacdo: Para modelagem dos problemas de cortes, vamos
supor que conhecemos todos os padrdes, ou seja, conhecemos
todas as maneiras possiveis de cortar uma peca de tamanho L
em pecas de tamanhos /;.
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

Vamos considerar um problema em que:
m [ =170 cm
m/p=30cm, b =50cm, 5=55cm
e a demanda para os itens menores é:
m d; = 80, d, =120, d3 =110

Quantos esquemas de corte sdo possiveis?
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L Problema do Corte Unidimensional

Problema do Corte Unidimensional

Vamos considerar um problema em que:
m L=170 cm
m/i=30cm, b =50cm, 5=55cm
e a demanda para os itens menores é:
m d; = 80, d, =120, d3 =110

Quantos esquemas de corte s3o possiveis?

30y; 4 50y5 4 55y3 < 170
yj >0 e inteiro, j=1,2,3
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LProblema do Corte Unidimensional
Problema do Corte Unidimensional

Existem 27 padrdes de corte possiveis. Entre estes temos os
seguintes padrdes: aj, aig, a2, 823, az4, d27 € Suas respectivas

perdas:
al dlg dx2 A3 d24 aoy
h 0 2 3 4 1 2
b 0 0 1 1 2 1
5| 1 2 0 0 0 1
perda | 115 0 30 O 5 40

30y; + 50y, + 55y3 < 170
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|—Prcnblemas de Corte e Empacotamento

L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Neste problema temos:

elementos conhecidos: esquema de corte, demanda de cada item;
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L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Neste problema temos:
elementos conhecidos: esquema de corte, demanda de cada item;

elementos desconhecidos: quantas vezes um determinado esquema
de corte sera usado;
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L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Neste problema temos:
elementos conhecidos: esquema de corte, demanda de cada item;

elementos desconhecidos: quantas vezes um determinado esquema
de corte sera usado;

objetivo a ser alcancado: usar o menor nimero possivel de
esquemas de corte;
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L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Neste problema temos:

elementos conhecidos: esquema de corte, demanda de cada item;

elementos desconhecidos: quantas vezes um determinado esquema
de corte sera usado;

objetivo a ser alcancado: usar o menor nimero possivel de
esquemas de corte;

restricoes: o nlimero de itens obtidos com os esquemas de corte
usados de ser maior ou igual a demanda.
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I—Problemas de Corte e Empacotamento

L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Variaveis de decisao:
m Quantas vezes usar um determinado padr3o de corte?

m Faca a;, j = 1,2,..., n representar os diversos padrdes de
corte.

Definimos entdo as varidveis de decisdo:
xj = nimero de vezes que o padrao de corte j serd usado,
j=12....n.
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I—Problemas de Corte e Empacotamento

L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo- Podemos considerar os seguintes
objetivos

Objetivo (1): Usar o menor nimero possivel de padrdes de corte:
mnz=x3+x+...+xp

Objetivo (2): Seja r; a perda associada ao padrdo de corte j;
Minimizar a perda total:

min z = rnxy + xo + ...+ X,
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L Problema do Corte Unidimensional

Construindo um modelo

Restricoes:
m O namero de itens de cada tipo deve ser maior ou igual a
demanda.

m Seja aj; o ndmero de pegas do tipo i obtidos usando o
esquema de corte j.

m Para atender a demanda do item 1 temos que:
aiix1 + aXxe + ...+ ainxn > by
m De forma geral, a restricdo relativa ao item i é dada por:

ainXxi1 + apXo + ...+ ainxn > bj
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I—Problemas de Corte e Empacotamento
L Problema do Corte Unidimensional

Modelo de Otimizacdo

mnz=x3+x+...+x,

Sujeito a:
a11x1 + apxo + ...+ aipxn > bp
as1x1 + amxo + ...+ ax, > bo
amiX1 + amex2 + ...+ amnXn = bm
X1, X2, ..., Xn > Qeinteiras
Em geral, as varidveis x3, xo, ..., X, s30 necessariamente inteiras

pois representam o nimero de barras cortadas de acordo com um
padrdo de corte. Esta condicdo dificulta substancialmente a
resolucdo do modelo matematico. Porém, em muitas situaces

praticas, essa condicdo de integralidade pode ser relaxada.
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I—Problemas de Corte e Empacotamento

L Problema do Corte Unidimensional

Modelo de Otimizacdo

Podemos reescrever as restricGes do problema na forma matricial:

all dio e din X1 bl

dani dpo ... ap X2 b2
. > :

dml dm2 --- dmn Xm bm

m Observe que cada coluna da matriz estd associada a um
padrao de corte. Em geral, n = oc.
m Impossivel gerar ou mesmo armazenar o n padrdes de corte.
m Geracdo de colunas - Problema da Mochila.
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 1

Na resolucdo apresentada a seguir, consideramos, para fins de
ilustracdo, as variaveis ndo negativas e inteiras e apenas os seis
padroes ilustrados anteriormente, ou seja, os padroes:

ai, a9, @2, a3, az4, az7. Além disso, consideramos o objetivo de
minimizar o nimero de padrdes usados, ou seja, o objetivo 1.

min z = x1 + Xx19 + X202 + X203 + X24 + Xo7

Sujeito a:
0 2 3 4 1 2 80
0 [ x1+| O | xpo+| 1 |xo+| 1 |x3+| 2 | xa+| 1 [xr>| 120
1 2 0 0 0 1 110
X1, X19, X2, X23, X24, X271 > 0 e inteiras.
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 1- Resolucao

m Valor da funcdo objetivo: z = 115,00

m Usar 55 vezes o padrdo de corte 19: Aly = (2,0,2)
m Usar 60 vezes o padrdo de corte 24: Af, = (1,2,0)
]

Sobra de 90 itens do tipo 1
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 2

Considerando os mesmos 6 padrdes de corte anteriores mas
mudamos o objetivo. Agora consideramos que nosso objetivo seja
minimizar as perdas. Outra vez consideramos que as varidveis sdo
nao negativas e inteiras:

min z = 115xy 4+ Ox79 + 30x25 + 0x23 + 40x04 + 5x07

Sujeito a:
0 2 3 4 1 2 80
0 x1+| O X19+ 1 X220+ 1 xo3+ | 2 Xoa+ 1 Xp7 > 120
1 2 0 0 0 1 110
X1, X19, X22, X23, Xo4, X271 > 0 e inteiras.
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 2- Resolucao

m Valor da func¢3do objetivo: z = 0,00

m Usar 55 vezes o padrdo de corte 19: Aly = (2,0,2)
m Usar 60 vezes o padrdo de corte 23: AS; = (4,0,1)
m Sobra de 510 itens do tipo 1
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L Problema do Corte Unidimensional

Padrdes de corte para o EXEMPLO

Existem 27 padrdes de corte para o exemplo:
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 1 - Solucdo considerando o objetivo 1 -
Minimizar o nimero de barras cortadas e as variaveis
inteiras e nao-negativas

Considerando todos os 27 padrdes de corte possiveis:
m Valor da funcdo objetivo: z = 90,00
m Usar 30 vezes o padrdo de corte 3: A = (0,0,3)
m Usar 20 vezes o padrdo de corte 13: Al; = (0,2,1)
m Usar 40 vezes o padrdo de corte 25: AL = (2,2,0)
m N3o ha sobra de itens.
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L Problema do Corte Unidimensional

EXEMPLO 2 - Solucdo - Considerando o objetivo 2 -
minimizar as perdas e as varidveis inteiras e nao-negativas

Considerando todos os 27 padrdes de corte possiveis:

m Valor da funcdo objetivo: z = 0,00

m Usar 55 vezes o padrdo de corte 19: Aly = (2,0,2)
m Usar 60 vezes o padrdo de corte 23: A, = (4,0,1)
m Sobra de 510 itens do tipo 1
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LPrubIemas de Corte e Empacotamento

L Problema do Corte Unidimensional

7

de alocacGes de itens em objetos

m Problema de Empacotamento
de espacos vazios.

Introducao
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