Maquinas de Turing

Mdquinas de Turing podem fazer tudo o que um
computador real faz.

Porém, mesmo uma Mdquina de Turing ndo pode
resolver certos problemas. Estes problemas estdo além
dos limites tedricos da computagdo



Historia

+ Turing (1936): Mdquinas de Turing como modelo de
fungdo computavel.

+ Tese de Church-Turing: qualquer modelo geral de
computagdo permite calcular as mesmas fungoes (ou,
tudo o que se pode computar coincide com as linguagens
reconhecidas pelas Mdquinas de Turing).



Mdquina de Turing

Controle
finito

BB X X, . Xi .. X BB ..

Inicialmente, a entrada é colocada na fita. Todas as
outras células (infinitamente a esquerda e a direita) tém
um simbolo especial da fita, B (branco).

A cabega da fita fica posicionada em uma das células. No
inicio, a cabega estd posicionada na célula mais a
esquerda que contém a entrada.



Um movimento da MT é uma fungdo do
estado do controle finito e do simbolo
atual da fita. Em um movimento, a MT:

1. Mudara de estado (opcionalmente para
0 mesmo).

2. Gravarda um simbolo de fita na célula
atual, substituindo o existente (podendo
ser o mesmo).

3. Movimentara (necessariamente) a
cabeca da fita uma célula a esquerda ou
a direita.



MT: notacdo formal

M = (Q, >, I', o, go, F)

Q=conj. finito de

C,o rfrrole estados;
finito F = conj. estados
finais (de aceitagdo)
" = alfabeto finito
da fita
v cabeca da fita
..B B X; X, Xi X, B B ..

> = alfabeto finito

de entrada



Mdquina de Turing

Funcdo de transicado &:

5 QxI> QxTI x{LR}

Ou seja, 5(q,X) = (p,Y,D) onde:
* p € 0 proximo estado em Q;
» Y é o simbolo que substituira X na fita;

» D € uma diregdo (esquerda ou direita)
em que a cabega da fita ird se mover.



Descricoes Instantaneas
para M T

Suponha que 5(q,X;) = (p,Y,L), ou seja, o movimento
foi para a esquerda. Entdo:

X X Xi 1GXXirg X |— X XKoo X opXi Y Xirp X,

BB X, X, XX Y X




Duas excecoes:

»+ Sei=1,entdo M se move para o B a
esquerda de X1. Nesse caso:

qX X, . X, |— pBYX, ... X,

+ Sei=neY =B, entdo o B gravado
sobre X, se junta ao sufixo de Bs e ndo
aparece na préoxima DI:

XXy . X 1GX, |— XXy o X opX.



Agora suponha que 6(q,X;) = (p,Y.R), ou seja, o
movimento foi para a direita. Entdo:
XX X 1GXi Xy o X | — XKoo X YPX g X,
M

Duas excecoes:

+ Sei=n, entdo a (i+1)-ésima célula contém um B e ela
ndo faz parte da DI anterior. Nesse caso:

XXy . X 1GX, |— XXy ... X, YpB

- Sei=1eY =B, entdo o B gravado sobre X1 se junta
ao prefixo de Bs e ndo aparece na préxima DI:

qX Xy . X |— pXy ... X,



Exemplo

Vamos projetar uma MT para reconhecer
L = {On1n | n>1}

Estratégia: a MT trocard um O por um X, e depois um 1
por um Y, até todos os Os e 1s terem sido comparados.

Em cada passo, da esq. para dir., ela troca um O por X
e vai para a direita, ignorando Os e ¥Ys até encontrar 1.
Troca esse 1 por Y e se move para a esquerda,
ignorando Ys e Os, até encontrar um X. Procura um O a
direita e troca por X, repetindo o processo.

Se a entrada ndo estiver em Onl"eventualmente a MT
ndo vai fer um movimento previsto e vai parar sem
aceitar.

Se, por outro lado, na busca por mais um O, ela s6
encontrar Xs e Ys, entdo ela descobre que deve
aceitar a entrada. 10



M = ({q0,q1,4q2 43,94}, {0,1}, {0,1,X,Y B}, 3, q0, {q4})

Estado 0 1 X Y B
— qo (@1 XR) - - (@YR) -

ql (@1O0R) (g2YyL) -  (@YR) -

q2 (q2,0L) - (@ XR) (q2YL) -

q3 -- — - (q3YR) (q4BR)

q4* -- -- -- —- --

Verifique se a cadeia 000111 é aceita
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Exercicio

» Construa uma MT para reconhecer
cadeias de L={w#w | w € {0,1}*}

Estdgios para a resolugdo:

- Verifique (zigue-zague) se antes e depois do #
existem os mesmos simbolos, cc rejeite. Ao checar um
simbolo marque-o (use um X por exemplo) para ter
controle sobre os que estdo sendo analisados num dado
momento.

- Quando todos os da esquerda forem checados (com X)
verifique se existe algum simbolo a direita ainda ndo
checado. Se houver, rejeite; cc aceite.
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A linguagem de uma MT

- Intuitivamente: a cadeia de entrada é
colocada na fita, e a cabeca da fita
comega ho simbolo mais a esquerda da
cadeia. Se a MT entrar eventualmente
num estado de aceitacdo, a entrada
sera aceita; caso contrario, ndo.

* Formalmente: sejaM = (Q z,T,3, qo, F)
uma MT. Entdo L(M) é o conJun’ro de
cadeias w em X* tais que q,w |- apB para
algum estado p em F e quaisquer cadeias de
fita o e B. (aceitagdo por estado final)



A linguagem de uma MT

» As linguagens aceitas por MT sdo
também chamadas de /inguagens
recursivamente enumeravers (LREs)

» As gramaticas que geram as LREs sdo
as Gramadticas Irrestritas ou com
Estrutura de Frase ou do Tipo O:
- Aquelas cujas regras de produgdo sdo do
tTipo:
a->p a € (VnuVt):; B e V*

« Ndo had restrigoes nas regras de produgdo.



MT e sua parada

- Ha uma outra nogdo de “aceitagdo” para MT: a
aceitagdo por parada. Em geral, usada quando o
conteddo final da fita representa alguma
resposta ao problema que a MT representa.

* Dizemos que uma MT para se ela entra em um
estado q, olhando um simbolo de fita X, e ndo
existe mais nenhum movimento previsto nessa
situacgdo, i.e., 5(q,X) € indefinido.
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Usos de uma MT

» como reconhecedor de linguagens
(Visto)

* para calcular fungoes



MT como um processador de
funcdes inteiras

* Tradicionalmente, os inteiros sdo representados
em vocabulario undrio.

» O inteiro i >= 0 € representado pela cadeia O*

- Se a fungdo tem k argumentos (i1, i2, ..., ik) entdo
esses inteiros sdo colocados na fita separados
por 1° s como:

Ol 102 1. 10k
» O inverso fambém é possivel.

+ Se a mdquina para (ndo importa se num estado
final) com a fita consistindo de O™ para algum m
entdo dizemos que f(il,i2,...ik) = m, onde f € uma
X,L\J_r‘lgﬁo de k argumentos computados por essa



Exemplo: MT que soma dois
ndmeros naturais

- Conteldo inicial da Fita: ...B 091 02 B...

* Quando a MT parar, o conteldo da fita dever ser:
..BO*bB...

* Processo:

+ Ler o O mais a esquerda, mantendo-o como O, e mover
a direita até encontrar o 1.

» Substitua o 1 por O (nesse momento a cadeia da fita é
Qa6+1) Continue movendo a direita sem mudar a fita,
até que um B seja encontrado.

* Mantenha o B e mova a esquerda para encontrar o
ultimo O mais a direita.

+ Substitua esse O por B. O resultado é 0%
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Exercicio

* Projete uma MT que calcule, para dois inteiros
positivos m e n, m - n, chamada monus ou
subtragdo propria, e definida por:

m = n = max(m-n,0). Isto €,

m-=n=m-n,semz=>n

=0,sem«<n On
inicio / ‘

...BBOOO OBB...

final
...BB0OOO OBB...




- F é vazio se a MT é transformadora
de uma cadeia de entrada em uma
cadeia de saida, isto €, como um
modelo para descrever procedimentos
(ou computar fungoes).

* F € relevante quando a MT € usada
para reconhecer uma linguagem.
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Exercicios

1) Construir uma MT que decida se uma
sequéncia de parénteses é bem formada.

- Escreve O se mal formada
- Escreve 1 se bem formada

Dica: considere que a cadeia de parénteses é
limitada por 2 A”s (um a esq e outra a direita).

» Ideia: Procurem por um ) e substitua por X e em
seqguida voltar a esquerda procurando o ( mais
proximo para substituir por X fambém.

2) Construir uma MT tal que, dada uma cadeia w

pertencente ao fecho de {0,1}, duplique w. Quando
a maquina parar, a fita deve conter w#w sendo que

# indica fim de w.



Exercicios

3. Faga uma MT que reconhega L =
{072”n | n>= 0} cadeias de O cujo
tamanho é poténcia de 2

4. Faga uma MT que reconhecga L = {x | x
e {a,b,c}* e x € uma permutagdo de a"b"c"
para algum n >= O }

eX. aabbcc bca cccaaabbb
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Comentarios sobre os Exercicios

4: (Na verdade, um ALL)

a) trocar um a,b, ou ¢ do comego por 1
para marcar o final a esquerda;

b) substituir um a, um b e um ¢ por
O’s.

c) M aceita se, ao percorrer a cadeia
de entrada, a fita consiste somente
de O’s.

26



Comentarios sobre os Exercicios

3: estdgios para a resolugdo:
0. Marque o primeiro zero com Y

1. Atravesse da esquerda para direita

marcando um zero sim outro ndo com um
X

2. Se a fita contiver 1 Unico O, aceite. Se
contiver mais do que 1 zero e o nimero
for impar, rejeite.

3. Retorne ao marcador Y
4. Recomece no estdgio 1.

27
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Mdquinas de Turing: Poder
Computacional e Teoremas



A fim de demonstrar, empiricamente, o poder
computacional das MT, existem técnicas de combinagdo
e extensdo das MT. Dessa forma, o modelo de Turing
vai ganhando recursos que facilitam a construgdo de MT
para fungdes mais complexas.

O ponto importante, no entanto, € que todas essas
extensdes comprovadamente NAO alteram o con junto
de fungoes computdveis por MT.

Isto €, o poder computacional das MT permanece
mal’remdo com o acréscimo de todos esses recursos.

Isso traz evidéencias para a Tese de Church-Turing: uma
fungdo € computdvel se e somente se ela for MT-
computdavel.



Teécnicas de Extensdo de MT

- Permitir armazenamento ho controle finito

» Permitir que a fita tenha varias trilhas;

» Permitir varias fitas e cabecas de
leitura/escrita;

» Permitir ndo-determinismo na definicdo de
0,

» Permitir a combinagdo de quaisquer
extensoes acima.



Armazenamento no controle
finito

* Uma quantidade finita de informagdo

pode ser armazenada no controle

finito.

* Podemos pensar na MT como tendo um

nro. fixo de registradores X1, X2,

..Xn, cada um com um nro. fixo de
bits.

* a cada movimento, tanto lendo quanto
escrevendo na fita, a MT pode ler e
escrever um registrador.



Armazenamento no controle
finito

» Ex.: quando se quer comparar 2 cadeias x

ey, simbolo a simbolo, devemos “lembrar”

do simbolo atual da cadeia que esta sendo

verificada, x, até deslocarmos a cabeca

até o simbolo correspondente de y. Essa

“lembranga” pode se dar na forma de um
registrador.

+ Repare que essa "memdria” pode ser
simulada por meio de diferentes estados.



Fita com mdltiplas trilhas

» Considere a MT que reconhece {O"1" |
n>0}, onde trocdvamos O por X e 1 por
Y.

» Podemos pensar na fita contendo 2
trilhas:

* A inferior contém O, 1 e B; a superior contém
Bouwv.

« Podemos generalizar para permitir qualquer
conjunto finito de simbolos.



Fita com mdltiplas trilhas

- Assim, uma dada MT com um ndmero fixo n
de trilhas em sua fita, para 1<i <n, a i-ésima
trilha terd seu proprio alfabeto A, (BeA).

* Um subconjunto de trilhas serd de entrada, e
possivelmente um subconjunto serad de saida.

- Se a i-ésima trilha é de entrada, entdo ela
terd seu proprio alfabeto,V;, tal que V, c A e
BegV.

* A entrada (conj. ordenado de cadeias) é
colocada nas trilhas de entrada e, se a
mdquina parar, a saida é o conjunto ordenado
de cadeias obtidas nas trilhas de saida.



Fita com mdltiplas trilhas

* A cada estado da mdquina esta associado um
subconjunto ndo vazio de trilhas.

+ A ideia € que, se o estado s esta associado a um
subconjunto de k trilhas, quando a MT estad no
estado s, ela I€ uma k-upla de simbolos dessas
trilhas e substitui esses simbolos por outra k-
upla. As outras trilhas ndo sdo alteradas. Se ndo
especificarmos um subconjnto para s, entdo s
fica associado a todas as n trilhas.

- Se forem reconhecedoras, é necessario
especificar o subconjunto F, de estados finais.



Subrotinas

» Subrotinas podem ser simuladas por MT com
memoria ho controle finito e multilhas trilhas
na fita.

» O estado de retorno pode ser "“lembrado” no
controle finito e a célula da fita para a qual
ird retornar pode ser marcada huma trilha.

+ As trilhas fariam o papel de meméria em
separado, onde seriam executadas as agoes
da subrotina, sem conflitar com o "status do
programa principal”.



Maquinas com Mdltiplas Fitas

Def. Uma MT com k fitas consiste de um controle
finito e k fitas de trabalho, cada uma conectada com
o controle finito por meio de uma cabega de fita.

A fungdo de transigdo para esta mdquina, com base
no estado atual, escolhe uma fita para ler, escrever
e mover a esquerda ou a direita desta fita.

Assim como antes, a mdquina pdra quando sua fungdo
de transicdo for indefinida.
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Maquinas com Mdltiplas Fitas

* A entrada para a MT é colocada em algumas
fitas, desighadas de entrada; e a saida, se
houver, é obtida de algumas fitas designadas
de saida.

+ Se a MT for reconhecedora, um subconjunto
de estados é designado como final.

+ Exemplo: uma MT de 4 fitas que reconhece
{x | x € uma permutagdo de a"b"c" n > O}



* Processo: usar fita 1 como entrada; a
MT contao nimerodea’s,b’sec’'se
os coloca nas fitas 2,3 e 4
respectivamente, representados por
cadeias de 1 s, limitadas a esquerda por
um O.

abacch Fita 1 (entrada)
011 Fita 2 (# a)
011 Fita 3 (# b)

011 Fita4 (#c)



Diagrama de transigdo: como anterior, e o nimero
da fita substitui o nome do estado.

verifica os nros. em 2, 3 e 4.

B/B,R 0/0.R 0/0,R 0/0,R @

\/ B/B.L B/B,L

inicializanro.dea’s,b’sec’s 11,0 /1L
nas fitas 2, 3 e 4.

1/1,L
B/B,L



Teorema

Toda fungdo computdvel por uma MT
com k fitas € computavel por uma MT
de uma fita.

Prova: mostrar como simular qualquer MT de

multiplas fitas numa MT de fita Unica com
2k trilhas.

trilha 2i-1 7 , indica simbolo atual da fita i
trilha 2i — conteudo da fita i

As MT com k fitas sdo polinomialmente equivalentes
as MT com uma fita.



MT Ndo Deterministicas

- Uma MTND difere da deterministica
pelo fato de que, para cada estado g e
simbolo de fita X, 8(q, X) € um conjunto
de triplas {(Q1:ylzbl):---(Qk:yk:Dk)}

» A linguagem aceita por uma MTND é
dada pelo conjunto de cadeias para as
quais haja ao menos uma sequéncia de
escolhas de movimentos que leve da DI
inicial a uma DI com um estado final.



+ Teorema: Se My, é uma MTND, entdo
existe uma MT deterministica My tal
que L(My) = L(Mp).

* Ou seja, as MTND ndo aceitam

nenhuma linguagem ndo aceita por uma
MTD.

+ As MTND sdo equivalentes as MTD
porém com uma perda exponencial de
eficiencia.



MT e os Computadores

* Aceitam o mesmo conjunto de linguagens
- as linguagens recursivamente
enumeraveis.

* Mostra-se isso simulando-se uma MT
por um programa de computador (fdcil)
e simulando-se um computador por uma
MT (de varias fitas - cada fita um
recurso: memoria, contador de
instrugdes, arquivo de E/S, etfc.).



Tempos de Execugdo

* A questdo do tempo de execugdo é importante,
pois a MT € usada ndo apenas para determinar o
que pode ser calculado, mas o que pode ser
calculado com eficiéncia suficiente para ser
usado na prdtica.

* A linha divisdria entre os problemas fratdveis
(computados com eficiéncia) e os /ntratdveis
(computados, mas em tempo inaceitdvel) em geral
é considerada entre o que pode ser calculado em
tempo polinomial e o que exige mais que qualquer
tempo de execugdo polinomial (p.ex. eponencial,
fatorial).



Tempos de Execugdo

» Se um problema pode ser resolvido em
tempo polinomial em um computador tipico,
entdo ele pode ser resolvido em tempo
polinomial por uma MT e vice-versa.

» Devido a essa equivaléncia polinomial, tudo o
que se conclui sobre o que uma MT pode ou
ndo pode fazer com eficiéncia adequada se
aplica igualmente bem a um computador.



Hierarquia das Classes de
Mdquinas e Linguagens

L Livres de Contexto Deterministicas/

Mdquinas a Pilha Deterministicas

L Regulares/Autématos Finitos




