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Neurodinamica

@ Neurodinadmica: RNAs vistas como sistemas dindmicos
nao-lineares (SDNL), com énfase no problema da
estabilidade.

@ A estabilidade de um SDNL é caracteristica de todo o
sistema.

@ “A presenca de estabilidade sempre implica alguma forma
de coordenagdo entre as partes individuais do sistema.” [1]

@ A estabilidade mencionada aqui é no sentido do método
direto de Lyapunov de 1892, usado para andlise de
estabilidade de sistemas lineares e ndo-lineares, invariante
e variante no tempo: aplicavel diretamente para RNA!
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Neurodinamica deterministica

@ O estudo da neurodindmica pode ser dividido em:

@ Neurodindmica deterministica: na qual o modelo de RNA
tem um comportamento deterministico descrito por um
conjunto de equacgbes diferenciais ndo-lineares que
definem a evolugao exata do modelo como uma fungéo do
tempo.

@ Neurodindmica estatistica: na qual o modelo de RNA é
perturbado pela presenca de ruido. Neste caso, deve-se
tratar com equagées diferenciais ndo-lineares estocasticas
que expressam a solugdo em termos probabilisticos. A
combinagdo da estocasticidade e ndo-linearidade torna-a
mais dificil de tratar.

@ Este capitulo sera restrito a neurodindmica deterministica.
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Sistemas Dinamicos

@ Para proceder com o estudo da neurodinamica, €
necessario um modelo matematico estado-espaco.

@ Conjunto de variaveis de estado cujos valores devem
conter informagéao suficiente para predizer a evolugao
futura do sistema.

@ Sejam xq(t), x2(t), ... xn(t) as variaveis de estado de um
sistema dindmico nao-linear onde o tempo continuo t é a
variavel independente e N é a ordem do sistema.

@ Para facilitar a notagao, um vetor de estados N-por-1 x(t)
contém essas variaveis.
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Sistemas Dinamicos

@ A dinamica de sistemas dinamicos nao-lineares pode ser
representada na forma de um sistema de equacoes
diferenciais de primeira ordem:

d .

40 =F(0), j=12..N (1)
onde F(-) € uma fun¢do nao-linear. Posto em forma
compacta:

d
X0 = F(x(1) (@)

onde a fung¢do ndo-linear F € um vetor em que cada
elemento opera em um elemento correspondente do vetor
de estados

X(t) = D (1), xe(), ... xn(8)]” @)
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Sistemas Dinamicos

@ Um sistema dindmico nao-linear para o qual a funcao vetor
F(x(t)) nao dependa explicitamente do tempo t, como na
equagao 2, é chamado de auténomo.

@ Independentemente da forma exata da fungé&o nao-linear
F(-), o vetor de estados x(t) deve variar com o tempo t;
caso contrario x(t) € constante e o sistema n&o é dinamico.

Um sistema dindmico é um sistema cujo estado
varia com o tempo.

@ Pode-se pensar em dx/at como um vetor “velocidade”, ndo
em termos fisicos, mas num sentido abstrato.

@ Entdo, de acordo com a equacgao 2, pode-se referir a
funcdo vetor F(x) como um campo vetor velocidade ou
simplesmente como um campo vetor.
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Estabilidade de estados de equilibrio

@ Considere um sistema dinamico auténomo descrito pela
equacao 2.

@ Um vetor constante X € M é um estado de equilibrio
(estacionario) do sistema se a seguinte condicao for
satisfeita:

F(x)=0 (4)
onde 0 € o vetor nulo.

@ O vetor velocidade dx/at desaparece no estado de
equilibrio X, e portanto a fungao constante x(t) = x € uma
solucao da equacao 2.

@ Ainda, por causa da propriedade da unicidade de
solugbes, nenhuma outra curva pode passar através do
estado de equilibrio X, também referido como ponto
singular, significando que no caso de um ponto de
equilibrio a trajetoria ird se degenerar no préprio ponto.
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Definigcbes de estabilidade

@ No contexto de um sistema dinamico nao-linear autbnomo
com estado de equilibrio X, as definicoes de estabilidade e
convergéncia sao

1 O estado de equilibrio X é uniformemente estavel se para
qualquer positivo e existe um positivo ¢ tal que a condicdo

1 x(0) —x[|<d (5)
implica

[x(t) =% <€ (6)
para todo t > 0.
Esta definicao estabelece que uma trajetéria do sistema
pode ser feita para ficar dentro de uma vizinhanga pequena

do estado de equilibrio X se o estado inicial x(0) é préximo
de x.
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Definigcbes de estabilidade

@ Definigbes de estabilidade e convergéncia (cont.)

2 O estado de equilibrio x é convergente se existe um
positivo § tal que a condicédo

1 %(0) —x[[<d (7)
implica que
X(t) = x quando t — oo (8)

Se o estado inicial x(0) de uma trajetéria é suficientemente
proximo do estado de equilibrio X, entdo a trajetoria
descrita pelo vetor de estados x(f) aproximar-se-a de X
quando o tempo t se aproximar do infinito.
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Definigcbes de estabilidade

@ Definigbes de estabilidade e convergéncia (cont.)
3 O estado de equilibrio X é assintoticamente estavel se for
estavel e convergente.
Estabilidade e convergéncia sdo propriedades
independentes. Apenas quando ambas sdo satisfeitas,
tem-se a estabilidade assintética.

4 O estado de equilibrio x & assintoticamente estavel ou
globalmente assintoticamente estavel se for estavel e todas
trajetérias do sistema convergem para X quando o tempo t
aproxima-se do infinito.

O sistema nao pode ter outros estados de equilibrio e é
necessario que toda trajetdria permaneca limitada para
todo tempo t > 0.
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Exemplo

@ Seja uma solugao u(t) do sistema dinamico nao-linear
descrito pela equacdo 2 que varia com o tempo t como
indicado na figura 1.

@ Para a solugéo u(t) ser uniformemente estavel, é
necessario que u(t) e qualquer outra solugao v(t) fiquem
proximas para os mesmos valores de t.

@ Esse tipo de comportamento € conhecido como
correspondéncia isécrona das duas solugdes u(t) e v(t).

@ A solugdo u(t) é convergente pois para toda outra solugao
v(t) para qual || v(0) — u(0) ||< é(e) no tempo t = 0, as
solucdes v(t) e u(t) convergem para um estado de
equilibrio quando t se aproxima do infinito.
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Exemplo

Figure: Nocao de estabilidade (convergéncia) uniforme de um vetor
de estados [2].
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Teoremas de Lyapunov

@ Os teoremas de Lyapunov sobre a estabilidade e a
estabilidade assintética da equacao de estado-espaco
(equacao 2) descrevendo um sistema dindmico nao-linear
auténomo com vetor de estados x(t) e estado de equilibrio
%

@ O estado de equilibrio X é estavel se em uma vizinhanga
pequena de X existe uma fungao definida positiva V(x) tal
que sua derivada com respeito ao tempo seja semidefinida
negativa nessa regiao.

@ O estado de equilibrio X é assintoticamente estavel se em
uma vizinhanga pequena de x existe uma fungao definida
positiva V(x) tal que sua derivada com respeito ao tempo
seja definida negativa nessa regiao.

@ Uma funcao escalar V(x) que satisfaz esses requisitos é
chamada de fungdo de Lyapunov para o estado de
equilibrio x.
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Teoremas de Lyapunov

@ Esses teoremas requerem que V/(x) seja uma fungédo
definida positiva.

@ Uma funcao V(x) é definida positiva no estado de espaco
£ se, para todo x em ., satisfaca:

@ Afungéo V(x) tem derivadas parciais continuas com
respeito aos elementos do vetor de estados x.

Q V(x)=0.

Q V(x)>0sex#x.

@ Dado que V(x) é uma fungéo de Lyapunov, de acordo com
o teorema 1 o estado de equilibrio x é estavel se

gtV(x)gO parax € % —Xx 9)
onde % é uma pequena vizinhancga ao redor de X.
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Teoremas de Lyapunov

@ Além disso, de acordo com o teorema 2, o estado de
equilibrio x é assintoticamente estavel se

gtV(x)<O parax € % —X (10)

@ Os teoremas de Lyapunov podem ser aplicados sem ter
que resolver a equacgao estado-espago do sistema.

@ Infelizmente, os teoremas n&o indicam como achar uma
funcao de Lyapunov.

@ Em muitos casos, a fungdo energia pode servir.

@ A inabilidade de achar uma funcao de Lyapunov adequada
n&o prova a instabilidade do sistema.

@ A existéncia de tal funcao é suficiente mas nao necessaria
para estabilidade.
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Modelos de Neurodinamica

@ Os sistemas de interesse possuem quatro caracteristicas:

@ Um grande nimero de graus de liberdade. O cortex
humano é um sistema distribuido e altamente paralelo com
100 bilhdes de neurdnios, com cada neurdnio modelado
por uma ou mais variaveis de estado.

@ N3o-linearidade. Essencial para criar uma maquina de
computacédo universal.

© Dissipagdo. Caracterizado pela convergéncia do volume
estado-espacgo para um dispositivo de pequena
dimensionalidade ao passar do tempo.

© Ruido. Em neur6nios reais, ruido na membrana é gerado
nas jungdes sinapticas.
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Modelo aditivo

@ Considere o modelo dindmico sem ruido de um neurénio
mostrado na figura 2.

@ Em termos fisicos, os pesos sinapticos wj, W, ..., Wjn
representam conduténcias e as N entradas respectivas
x1(t), x2(1), ..., xn(t) representam potenciais.

@ Essas entradas séo aplicadas a uma jungdo somadora de
corrente caracterizada como:

o Baixa resisténcia de entrada
e Unidade de ganho de corrente
o Alta resisténcia de saida

@ Esse modelo pode ser visto como aproximagao do circuito
de modelo de linha de transmissao distribuida de um
neurdnio dendritico bioldgico.

@ A natureza “passa-baixa” do circuito RC pode ser
justificado pelo fato de que uma sinapse biolégica é um
filtro passa-baixa.
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Modelo aditivo

Figure: Modelo aditivo de um neurénio [2].
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Modelo aditivo

@ Portanto, a juncao age como um né somatério para as
correntes de entrada.

@ A corrente total que flui em diregcdo ao né de entrada do
elemento nao-linear (funcéo de ativagao) €

N
> wixi(t) + (11)
i=1

onde o primeiro termo da soma € devido ao estimulo x;(t),
xo(t), ..., xn(t) que agem nos pesos sinapticos
(condutancias) wjy, W, ..., Wjn, respectivamente, e o
segundo termo é devido a fonte de corrente J;
representando um bias aplicado externamente.
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Modelo aditivo

@ Seja vj(t) o campo local induzido na entrada de uma
funcdo de ativagao nao-linear o(-).

@ Expressa-se a corrente total que flui para fora do né de
entrada do elemento no-linear:

vi(0) |~ avi(t)
R; O

(12)

onde o primeiro termo é devido a resisténcia de vazamento
R; e o segundo a capacitancia de vazamento C;.

@ Da lei de Kirchoff, sabe-se que a corrente total que flui na
direcdo de um né de um circuito elétrico é zero:

N

() . ng) =S wix(t) + | (13)
1 =1

G at
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Modelo aditivo

@ O termo capacitivo C,dvf(t da equacédo 13 é a forma mais

simples de adicionar dindmica (memoria) ao modelo de
um neuronio.

@ Dado o campo local induzido vj(t), pode-se determinar a
saida do neurdnio j usando a relagéo nao-linear

xi(t) = p(y(1)) (14)

@ O modelo RC descrito na equacgao 13 é chamado de
modelo aditivo para diferenciar de modelos multiplicativos
onde wj; é dependente de x;.

@ Neurodindmica classica: x;(t) aplicado ao neurdnio j pelo
neurdnio adjacente /i € uma funcdo que varia lentamente
no tempo t.
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Modelo aditivo

@ Agora, considere uma rede recorrente consistindo de uma
interconexao de N neurbnios, onde cada um tem o mesmo
modelo matematico das equacdes 13 e 14.

@ Ignorando os atrasos de tempo de propagacao
interneurénios, define-se a dindmica da rede pelo seguinte
sistema de equacoées diferenciais de primeira-ordem
acopladas:

dv;(t)
60 = +Zw,,x, +h j=1.2,.N (15

@ Assume-se que ¢(-) € uma funcdo continua e portanto
diferenciavel. Fungéo logistica (mais comum):
1

=12 ..N 16
T+ exp(—v)" 10)

e(v) =
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Rede de Hopfield

@ A rede (ou modelo) de Hopfield consiste de um conjunto
de neurdnios e um conjunto correspondente de unidades
de atraso, formando um sistema de retro-alimentagdo
(feedback) de loops multiplos, como ilustrado na figura 3.

@ O numero de loops de feedback é igual ao nimero de
neurénios.

@ Basicamente, a saida de cada neur6nio é
retro-alimentada, via unidade de atraso, a cada um dos
outros neurdnios da rede.

@ Ou seja, ndo ha auto-retro-alimentagéo.
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Rede de Hopfield

Figure: Grafo arquitetural de uma rede de Hopfield com N =4
neurénios [2].

—3) Unit-delay
operators
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Rede de Hopfield

@ Reconhecendo que x;(t) = ¢j(Vv;(t)), pode-se re-escrever a
equacédo 15

Vf( ) S w0+ e = TN (17)

d
Ci—v(t
Tat (t) =
i=1
@ Faz-se as seguintes assungdes:
@ A matriz de pesos sinapticos é simétrica:

w; = w; paratodoi e (18)

@ Cada neurdnio tem sua propria ativagao ndo-linear - dai o
uso de ¢(-) na equagéo 17.

@ A inversa da funcéo de ativagdo n&o-linear existe, portanto
pode-se escrever:

v=p;"(x) (19)
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Ganho
@ Seja a fungao sigmoide ¢;(v) definida pela tangente
hiperbdlica:
— (V) = avy _1-exp(-av)
X = ¢i(v) = tanh ( 2 ) 1+ exp(—av) (20)

que tem uma inclinagéo de a;/2 na origem:
ai  dy;
J_-= 21
2 av |, (1)

Refere-se a a; como o ganho do neurénio i.

@ Arelacao inversa saida-entrada da equacao 19 pode ser
re-escrita como

V= (x) =~ log (1 X) (22)

a; 1+x
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Funcéo energia (de Lyapunov)

@ A forma padrao da relagao inversa saida-entrada para um
neurdnio de ganho unitario
1—x
—1
=—| 2
¢ 100 = ~1og (54 3)

@ Pode-se re-escrever a equagao 22 em termos dessa
relacao padrao

o (x) = ;@-1 %) (24)

@ A figura 4 mostra a ndo-linearidade sigmoidal padréo ¢(v)
(a) e sua inversa ' (x) (b).

@ A funcao energia (de Lyapunov) da rede de Hopfield da
figura 3 é

N N %
E= —% DD wixix+y /1?//0 : <P,-_1(X)dX—Z lix; (25)
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Funcao energia (de Lyapunov)

Figure: (a) Nao-linearidade sigmoidal padrao e (b) sua inversa [2].

(b)
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Funcéo energia (de Lyapunov)

@ A funcao energia E da equagao 25 pode ter um cendrio
complicado com muitos minimos.

@ A dinmica da rede é descrita por um mecanismo que
procura evitar esses minimos.

@ Entéao, diferenciando E com respeito ao tempo
N /N
dE 7 ax;
— = iXi— =+ 1| — 26

@ Por causa da equacéo 17, a quantidade dentro dos
parénteses da equagéo 26 é reconhecida como C;dv/at.
Simplificando

N

dE avi\ dx;

@ =20 <dt'>dt’ 27)
j=1
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Funcéo energia (de Lyapunov)

@ Reconhece-se agora a relagéo inversa que define v; em

termos de x;.
@ O uso da equacdo 19 em 27
N

J=1 J=1

dE Td o 0dg K (dg\E[d
a0l 7 -2 0(F) [

1(x,->]
(28)

@ Da figura 4b vé-se que a relagao saida-entrada inversa
cpj‘1 (x;) € uma fungdo monotonica crescente da saida x;.

Portanto segue que

—1

d—xjgo] (X)) > 0 para todo x;
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Funcéo energia (de Lyapunov)

@ Nota-se também que

2
<CZ’> > 0 para todo x; (30)
@ Assim, todos os fatores que fazem a soma do lado direito
da equagéo 28 sdo nao negativos.
@ Em outras palavras, para a fungdo energia E definida na
equacao 25 tem-se JE
o <0 (31)
@ Da definicao da equagéao 25, nota-se que a fungéo E é
limitada:
@ A fungao energia E é uma fungéo de Lyapunov do modelo
de Hopfield continuo.
@ O modelo é estavel de acordo com o teorema 1 de
Lyapunov.
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Espaco de estados

@ Em outras palavras, a evolucio do tempo do modelo de
Hopfield continuo descrito pelo sistema de equagdes
diferenciais de primeira ordem ndo-lineares (equagéo 17)
representa uma trajetéria no espago de estados, que
busca os minimos da fungao energia (de Lyapunov) E e
para em tais pontos fixos.

@ Da equacao 28 nota-se também que a derivada 9£/qt
desaparece apenas se

d

Exj(t) =0 paratodoj (32)
@ Pode-se escrever
dE .
o < 0 exceto em um ponto fixo (33)
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Funcéo energia (de Lyapunov)

@ A equacéao 33 prové a base para o seguinte teorema:

A fungéo energia (de Lyapunov) E de uma rede de Hopfield é
uma fungdo do tempo monotonicamente decrescente.

@ A rede de Hopfield é globalmente assintoticamente
estavel.
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Hopfield discreto e continuo

@ A rede de Hopfield pode ser operada no modo continuo ou
discreto.
@ O modo continuo é baseado no modelo aditivo.
@ O modo discreto é baseado no modelo de McCulloch-Pitts.
@ Pode-se estabelecer um relacionamento entre os estados
estaveis do modelo continuo com aqueles do modelo
discreto redefinindo a relagéo entrada-saida para um
neurdnio, satisfazendo duas caracteristicas de
simplificagdo:
@ A saida de um neurdnio tem os valores assintéticos:
B { +1 parav; =
Xi=191 _q o
para v, 00
@ O ponto médio da fungéo de ativagdo de um neurdnio fica
na origem:
#j(0) =0 (34)
@ Da mesma forma, pode-se fazer o bias l; = 0 para todo j.
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Hopfield discreto e continuo

@ Na formulagéo da fungéo energia E para um modelo de
Hopfield continuo, os neurbénios podem ter auto-/oops.

@ Um modelo discreto, ndo precisa de ter auto-/loops.

@ Para simplificar: w; = 0 para todo j em ambos modelos.

@ Assim, pode-se redefinir a funcao energia de um modelo
de Hopfield continuo dado na equagéo 25 como:

Z > WﬂXfXﬁZ / 7 (35)

/1/ 1,i#f

@ A funcdo inversa cpj_1 (x) é definida pela equagéo 24.
Re-escrevendo a equagao 35:

= > g [ e o9

11/ 1,i#j
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Hopfield discreto e continuo

@ Aintegral
X
| x0x (37)
0

tem a forma padrao plotada na figura abaixo [2].

:
[T dx
o

@ Se o ganho a; do neurdnio j torna-se infinitamente grande,
ou seja, a ndo-linearidade sigmoidal aproxima-se da forma
linear (hard limiter), o segundo termo da equacéo 36
torna-se muito pequeno.
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Hopfield discreto e continuo

@ No caso limite (a; = oo para todo j) os maximos e minimos
do modelo de Hopfield continuo tornam-se idénticos aos
do modelo discreto.

@ Nesse caso, a fungdo energia (de Lyapunov) é definida
simplesmente por

N N
Z > oW (38)
1j=1,i#]
onde o j-ésimo estado do neurénio x; = £1.

@ Conclui-se que os unicos pontos estaveis do modelo de
Hopfield deterministico, continuo e de ganho muito alto
correspondem aos pontos estaveis do modelo de Hopfield
estocastico discreto.
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Hopfield discreto e continuo

@ Quando cada neurdnio j tem um ganho a; grande porém
finito, 0 segundo termo da equacéo 36 torna-se uma
contribuicao importante a fun¢ao energia do modelo
continuo.

@ A contribuicao é grande e positiva perto das superficies,
bordas e cantos do hipercubo unitario que define o espaco
de estados do modelo.

@ Por outro lado, a contribuigéo € desprezivel nos pontos
removidos da superficie.

@ A fungado energia tem seus maximos nos cantos mas 0s
minimos estao no interior do hipercubo.

@ Afigura 7 mostra 0 mapa de contorno da energia para um
modelo de Hopfield continuo com dois neurdnios.
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Hopfield discreto e continuo [2]

e e e el i e e e e T
T e e e S
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Hopfield discreto e continuo

@ Na figura 7, as saidas dos dois neurdnios definem as duas
coordenadas do mapa.

@ Os cantos inferior esquerdo e superior direito representam
minimos estaveis para o caso limite de ganho infinito.

@ Estados instaveis estdo nos outros dois cantops.

@ As setas mostram o movimento do estado, que geralmente
nao é perpendicular aos contornos de energia.

@ O fluxo para os pontos fixos (isto €, minimos estaveis)
podem ser interpretados como solu¢ao a minimizagao da
funcao energia E definida na equagéo 25.
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Hopfield como Memdria associativa

@ Memdria enderecavel pelo contetido (MEC).

@ Nessa aplicacdo, conhece-se os pontos fixos da rede a
priori pois correspondem aos padroes a serem
armazenados.

@ Entretanto, os pesos sinapticos da rede que produzem os
pontos fixos desejados sdo desconhecidos.

@ O problema é determina-los.

@ A funcao basica de uma memoria enderegavel pelo
conteudo é recuperar um padrao armazenado na
memoria, em resposta a apresentagdo da versao
incompleta ou com ruidos desse padrao.
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Hopfield como Memdria associativa

Suponha que um item armazenado na memdria seja
“H.A. Kramers & G.H. Wannier Physi Rev. 60, 252
(1941).” Uma memodria enderegavel pelo conteudo
geral seria capaz de recuperar esse item inteiro da
memoria baseado em informacéo parcial suficiente. A
entrada “& G.H. Wannier (1941)” pode ser suficiente.
Uma memodria ideal poderia tratar erros e recuperar
essa referéncia mesmo a partir da entrada “Wannier,
(1941).” [3]

@ A esséncia da MEC é mapear uma memaria fundamental
&, em um ponto fixo (estavel) x,, de um sistema dinamico,
como ilustrado na figura 5.

@ Matematicamente:

§u =Xy (39)
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Hopfield como Memdria associativa

Figure: Codificacao-decodificagao realizado por uma rede
recorrente [2].

Encoding

Decoding

Space of
fundamental
memories

Space of
stored vectors
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Hopfield como Memdria associativa

@ Com o modelo de Hopfield usando o neurénio formal de
McCulloch-Pitts, cada neurdnio tem dois estados
determinados pelo nivel do campo local induzido que age
no mesmo (x; = +1 ou x; = —1).

@ Para uma rede com N neur6nios, o estado da rede é
definido pelo vetor

X = [X1, X2, ..., Xn] | (40)

@ Com x; = +1, o0 estado do neurdnio i representa um bit de
informacao.
@ O campo local induzido v; do neurénio j € definido por

N
Vj:ZWj,'X,'-i-bj (41)

i=1
onde b; € um bias fixo aplicado externamente ao neurdnio

/-
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Hopfield como Memdria associativa

@ Assim, o neur6nio j modifica seu estado x; de acordo com
a regra deterministica

{+1 sev;>0
)(j:

-1 sev; <0

re-escrita na forma compacta x; = sgn[v;], onde sgn é a
funcao signum.

@ Se v; = 0 assume-se que 0 neurdnio j permanece No
estado anterior.

@ Duas fases na operacdo da rede de Hopfield discreta
como uma MEC: a fase de armazenamento e a fase de
recuperacao.
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Armazenamento

1 Fase de armazenamento:

o Deseja-se armazenar um conjunto de M vetores
N-dimensionais (palavras binarias), denotados por
{&uln=1,2,..,M}.

o Esses vetores, chamados de memdrias fundamentais,
representam os padrdes a serem memorizados pela rede.

e Seja ¢, ; 0 i-ésimo elemento da memoria fundamental &,,,
classe pn=1,2,..., M.

e De acordo com a regra do produto externo (generalizacdo do
postulado de aprendizado de Hebb), o peso sinaptico do
neurdnio i para o j é definido por

M
]
Wi = D i (42)
p=1

A razado para usar '/n como constante de proporcionalidade é
simplificar a descricdo matematica da recuperagao da
informagéo.
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Armazenamento

1 Fase de armazenamento (cont.):
o A regra de aprendizado da equacao 42 é uma computagao
“Unica”.
o Na operacao normal da rede de Hopfield, faz-se

w; =0 paratodo i (43)

que significa que os neurdnios nao tém
auto-retro-alimentacao.

o Seja W a matriz de pesos sinapticos N-por-N da rede.

e Pode-se combinar as equacgdes 42 e 43 na forma matriz:

M
1
W= N > &g —m (44)
pn=1
onde 5,@[ representa o produto externo do vetor £, com ele

mesmo e | denota a matriz identidade.
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Armazenamento

1 Fase de armazenamento (cont.):

o A partir dessas equacdes de definicdo dos pesos
sinapticos/matriz de pesos, pode-se reconfirmar o seguinte:

@ A saida de cada neurénio na rede é retro alimentado a todos
0s outros neurdnios.

@ Nao ha auto-retro-alimentacao na rede (isto é, w; = 0).

@ A matriz de pesos da rede é simétrica, como mostrado por
(veja equagao 18):

wi=w (45)
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Recuperacéao

2 Fase de recuperacéo:

Durante a fase de recuperacéo, um vetor N-dimensional
Esonda, € imposto a rede de Hopfield como seu estado.

O vetor sonda tem elementos iguais a +1.

Representa uma versao incompleta ouy ruidosa de uma
memodria fundamental da rede.

A recuperacao da informag&o acontece de acordo com uma
regra dindmica na qual cada neur6nio j da rede
aleatoriamente, mas numa taxa fixa, examina o campo local
induzido v; (incluindo qualquer bias b; ndo nulo) aplicado a
ele.

Se, em algum instante de tempo, v; € maior que zero, 0
neurbnio j mudara seu estado para +1 ou permanecera em
seu estado.

Se v; € menor que zero, j mudara seu estado para -1 ou
permanecerd em seu estado.

Se v; =0, j permanecera em seu estado anterior.
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Condicao de estabilidade

2 Fase de recuperacgdo (cont.):

e A atualizacio de estados é portanto deterministica, mas a
selecao de um neurénio para realizar a atualizagao é
aleatoria.

e O procedimento de atualizagao assincrono (serial) é
continuado até que nao haja mais mudangas.

e Ou seja, comecando pelo vetor sonda x, a rede produz um
vetor de estados invariante no tempo y cujos elementos
individuais satisfazem a condicdo de estabilidade ou
condicdo de alinhamento:

N
yi = sgn (Z wﬁy,-+b,->, j=1,2,.,N (46)

i=1
ou, na forma matricial,
y = sgn(Wy + b) (47)

onde W é a matriz de pesos sinapticos da rede e b é o vetor
bias aplicado externamente.
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Condicao de estabilidade

2 Fase de recuperagdo (cont.):

o O vetor de estados y que satisfaz a condigao de estabilidade
€ chamado de estado estavel ou ponto fixo do espacgo de
estados do sistema.

e Pode-se afirmar que a rede de Hopfield sempre convergira
para um estado estavel, quando a operagao de recuperagao
for realizada assincronamente.
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Exemplo [2]

@ Parailustrar o comportamento emergente do modelo de
Hopfield, considere a rede da figura 3a, que consiste de
trés neurénios.

@ A matriz de pesos da rede é

S 0 -2 42
W=z|-2 0 -2 (48)
+2 —2 0

que € legitima, pois satisfaz as condicoes das
equacles 43 e 45.

@ O bias aplicado a cada neurdnio é zero.

@ Com trés neurdnios, ha 23 = 8 possiveis estados.

@ Desses estados, apenas (1,-1,1) e (-1,1,-1) sdo estados
estaveis, pois satisfazem a condi¢do de alinhamento da
equacao 47.
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Exemplo [2]
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(1=L-1)
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Exemplo [2]

Meméria Enderecavel pelo Contetido Exemplo

@ Para o vetor de estados (1

1 0 -2
Wy=-| -2 o0
3| 42 -2

@ Aplicando o hard limiter:

,-1,1) tem-se

+2 +1 1 +4
2 | ==] -4
0 +1 3| +4

+1
sgn[Wy] = { —1 } =y

+1

@ Similarmente, para o vetor de estados (-1,1,-1):

1 0 -2
Wy = — -2 0
3| 42 -2

@ Aplicando o hard limiter:

+2
—2

JIEIN

—4
+4
—4

—1
sgn[Wy] = { +1 } =y
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Exemplo [2]

@ O mapa do fluxo da figura 3b exibe simetria com repeito
aos dois estados estaveis da rede, que é o resultado de
deixar um neur6nio em seu estado prévio se 0 campo
local induzido que age nele é exatamente zero.

@ Se arede da figura 3a esta no estado inicial (1,1,1),
(-1,-1,1) ou (1,-1,-1), ela convergira para o estado estavel
(1,-1,1) ap6s uma iteracao.

@ Se o estado inicial for (-1,-1,-1), (-1,1,1) ou (1,1,-1), ela
convergira para o segundo estado estavel (-1,1,-1).

@ A rede possui duas memdrias fundamentais, (1,-1,1) e
(-1,1,-1), representando os dois estados estaveis.

@ A aplicacdo da equacgéao 44 leva a matriz de pesos
sinapticos

[+t 1 [ =1 >

W:,{ —1 }[H, -1,  + ]+§{ +1 }[ -1, +1, - ]—7{

3|+ —1
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Exemplo [2]
[ 0 -2 42
W=_|-2 0 -2 (54)
2 -2 0

@ Que correspondem aos pesos sinapticos mostrados na
figura 3a.

@ Examinando o mapa de fluxos da figura 3b, a capacidade
de correcao de erro da rede de Hopfield pode ser vista:

@ Se o vetor sonda &songa aplicado a rede for igual a (-1,-1,1),
(1,1,1) ou (1,-1,-1), a saida resultante é a memoria
fundamental (1,-1,1). Cada um desses valores representa
um Unico erro, comparado com o padrao armazenado.

@ Se o vetor sonda £50nqs aplicado a rede for igual a (1,1,-1),
(-1,-1,-1) ou (-1,1,1), a saida resultante € a memoria
fundamental (-1,1,-1). De novo, cada um desses valores
representa um unico erro, comparado com o padrao
armazenado.
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