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Modelagem Geometrica

m Disciplina que estuda como obter representacoes
algébricas de curvas e superficies que satisfazem

determinadas propriedades

m Até 0 momento: assumimos objetos geomeétricos
descritos por segmentos de reta ou poligonos
(curvas/superficies lineares por partes)

= Em geral, descrevem aproximacoes de curvas e
superficies algébricas
= Mas existem situacbes em que é necessario trabalhar

com as representagﬁes exatas

= mesmo quando utilizamos aproximacoes, p.ex., porque so
podemos desenhar segmentos de reta e poligonos, é
Importante conhecer 0 objeto que esta sendo aproximanglo



Representacao de Curvas

m Duas formas de representacao
= Conjunto de pontos que pertencem a curva
= Analitica: formulacao matematica
= Vantagens

Precisao
Armazenagem compacta
Facilidade de céalculo (exato) de pontos intermediarios

Facilidade para calcular propriedades como inclinacao e
curvatura

Facilidade para desenhar as curvas

Facilidade para fazer alteracdes continuas no formato da curva
(design)



Ajuste x Aproximacao

m Dado um conjunto de pontos, obter uma
representacado analitica para uma curva gue 0s

aproxima

m Ajuste de curvas (curve fitting)
= Uma curva que ajusta (777) os pontos dados passa por todos
esses pontos (interpolacéo)
= Técnica usual: splines cubicas (aproximacéo polinomial por
partes)
m Aproximacao de curvas (curve fairing)

= Uma curva que aproxima (7a/r) os pontos dados pode nao
passar por nenhum deles, mas mostra a tendéncia dos
dados.
= EX. pontos coletados ou obtidos em medidas experimentais
4



Modelagem de curvas

por interpolacao
pontos dados
por aproximacao



Representacao Implicita x Explicita

® ® ® ®
= Representacao explicita: y = f(x)
= EX.: y=mx+b

= Uma unica equacdo nao representa curvas fechadas, ou
com multiplos valores de y para um dado x

= Representacao implicita: 7(x,y) =0
= EX.: equacao implicita de 20. grau genérica engloba uma
variedade de curvas bidimensionais denominadas sec¢0es
conicas
= parabola, hipérbole, elipse, circulo, ...

= Ambas sao representacdes nao parameétricas



Representacao nao-parametrica

® ® ® ®
m LimitacOes
= Inadequada para representar curvas fechadas, ou
com multiplos valores de y

= Dependentes do sistema de coordenadas, cuja
escolha afeta a facilidade de uso

= Pontos em uma curva calculados a partir de
Incrementos uniformes em x nao estao
distribuidos uniformemente ao longo da curva
= Qualidade de tracado fica prejudicada



Representacao paramétrica

m As coordenadas de pontos na curva sao
representadas como uma funcao de um unico
parametro: a posicao do ponto na curva e fixada pelo
valor do parametro

= EX. para uma curva 2D gque usa fcomo parametro, as

coordenadas cartesianas de um ponto na curva sdo dadas
por:

X =Xx(1);y=y®)
= Vetor posicao de um ponto: P(t) = [x(t) y(t)]
= Derivada em P (vetor tangente a curva): P’(t) = [X'(t) y'(1)]
= Inclinacdo: dy/dx = (dy/dt)/(dx/dt) = y'(t)/x'(t)



Representacao paramétrica

Adequada para representar curvas fechadas e com
multiplos valores de y para um dado x

Forma nao-parametrica pode ser obtida eliminando-
se 0 parametro
= dado x, para determinar y basta obter o valor do parametro
t, a partir de x, e usar esse valor para obter y
Independente do sistema de coordenadas

Ambas as formas, paramétrica e ndo parameétrica,
tém vantagens e desvantagens em situacoes
especificas!



Exemplo

m Dados 2 vetores que especificam posicoes
iniciais P, e P,, possivel representacgéo
paramétrica do segmento de reta:

P(t) = P, + (P, — P))t, 0<t<1

m Como P(t) é vetor de posicao, cada um de
seus componentes tém uma representacao
parametrica x(t) e y(t) entre P, e P,, i.e.,

X(t) = Xy + (X, — X, 0<t<1
y(t) =y, + (Y, - yIt, 0<t<1
= EX.
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Exemplo

m Circulo no primeiro quadrante
= Representacao paramétrica nao € unical
= EX.
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Curvas e Superficies Parametricas

m A forma parameétrica € comum na modelagem
geomeétrica

= Permite que a curva/superficie seja desenhada
(aproximada) facilmente

= Permite indicar que trechos da curva/superficie
serao usados

= Manipulacao algébrica mais simples
m Curva em 3D é dada por

= C(t) = [C,(1) C\(1) C,(D]"
m Superficie em 3D é dada por

= S(U, v) = [S,(u, v) Sy(u, V) S,(u, V)]



Continuidade

m Normalmente queremos curvas e superficies “suaves”

m Critério de “suavidade” associado com critério de
continuidade algébrica

= Continuidade C°— funcdes paramétricas sao
continuas, isto ¢, sem “pulos”

= Continuidade C1!— funcbes paramétricas tém
primeiras derivadas continuas, isto €, tangentes
variam suavemente

= Continuidade C *— funcOes paramétricas tém 4-
ésimas derivadas continuas

13



Continuidade
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Curvas de Bézier

Técnicas de aproximacao de curvas sao muito usadas
em ambientes de projeto (CAD) interativos, por
serem mais intuitivas do que técnicas de ajuste

Método adequado para o design de curvas e
superficies de forma livre em ambientes interativos
foi desenvolvido por Pierre Beéezier

Uma curva de Bezier € determinada por um conjunto
de pontos de controle (poligono de controle)

Curvas podem ser lineares, quadraticas, cubicas, etc.,
dependendo do numero de pontos de controle e da
ordem do polinOmio usado para obter a aproximacao

15
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Algoritmo de De Casteljau

Suponha que desejamos aproximar uma
curva polinomial entre dois pontos dados, p,
€ P,
A solugao natural € um segmento de reta
que passa por p, e p, cuja parametrizagao
mais comum é

p(v) =(A-w)po+ up,

Podemos pensar em p(&) como uma media
ponderada entre p, e p;

Note que os polinomios (1 — ) e v somam
1 para qualguer valor de v

= S0 chamados de funcdes de mistura
(blending functions)

16



Algoritmo de De Casteljau

m Para generalizar a idéia para trés pontos p,,
P, € p, consideramos primeiramente 0s
segmentos de reta py,P; € pP.P-

Por(t) = (1 - U)py+ UP,
Pu() =A-u)p,+ Uup,

m Podemos agora realizar uma interpolacao

entre Po,(U) € Pyo(Y)
Po2(U) = (1 — u) Pgy (U) + U Pyy (U)
= (1 - u)?py+ 2u(1l - u) p; + U® p,

17
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Algoritmo de De Casteljau
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Algoritmo de De Casteljau

P1

Po2 (%)

Po P2
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Algoritmo de De Casteljau

® ® ® ®
m A curva obtida pode ser entendida como a “mistura” dos

pontos p,, pP; € P, por intermedio de trés fungoes
guadraticas:

= by, (U) = (1 —u)?
= b,(U)=2u(l-u
= byy(u) = 12
m Aplicando mais uma vez a idéia podemos definir uma
cubica por 4 pontos
Po2(U) = (1 —u)?pe+2UuU(1—-U)p;,+ U’p,
Po(UW) =@ -u)?p;+2u(l-u)p,+ u’p;
Pos(U) = (1 —u) pg, (U) + u py, (U)
= (1 -u)py+ 3u(l —u)>p;+ 3u(l —u) p, + U pg

22



Po

u=0.25

P2

Ps
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Algoritmo de De Casteljau

P1 o

Po(14) Pos

u=0.5 P2

Po
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Algoritmo de De Casteljau

m Novamente temos uma curva dada pela soma de
4 funcbes de mistura (agora cubicas), cada uma
multiplicada por um dos 4 pontos

= byg(u) = (1 -u)?
= bs(u) =3 u (1-u)?
= by(u) =3 u?(1-u
= bgg(u) = u’
m Em geral, uma curva de grau n pode ser
construida desta forma e sera expressa por

pOn(u) :ibjn(u)pj

27



Curvas de Bézier e Polindbmios
de Bernstein

m As curvas construidas pelo algoritmo de De Casteljau séo
conhecidas como curvas de Bezier e as funcOes de mistura sao
chamadas de base Bézier ou polinbmios de Bernstein

m Observamos que os polinomios de Bernstein de grau 77 tém
como forma geral b; ,(u) =¢; u' (1 —u)™

m Se escrevermos as constantes ¢;para os diversos polindmios,
teremos

m 1°grau: 1 1

m 20qQrau:1 2 1

m 3%qgrau:1 3 3 1

m 4°qgrau:1 4 6 4 1

m Vemos que o padrao de formacao corresponde ao 7ridangulo
de Pascal e portanto, podemos escrever n) . |
b, (u)=| . ju'@-u)™

| 28



Curvas de Bézier

Ver http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Bezier.htm

Por construcéo, as curvas de Bézier passam pelos pontos
de controle terminais, I.e.

PO)=P,, PQ)=P,
Matematicamente, uma curva de Bézier parameétrica é
definida como

P(t) = Zi, B"(D) P, ™)
B."(t) sao as fungoes base de Bernstein de ordem 7

n, o grau das funcoes base, é igual ao numero de pontos
do poligono de controle menos 1

29
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Curvas de Bézier

® ® ®
Curvas para pontos de controle, P,, P,, P;, e P,
P P,

Convex Hull
(Fecho Convexo)

30



Curvas de Bézier

S
N
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Curvas de Bézier

m Para ‘desenhar’ a curva que aproxima /+1 pontos
dados, pode-se usar o algoritmo iterativo de
DeCasteljau:

PI(t) = (L-t)P L +tP 1, j=1,n i=0,n-]

m Exemplo para n = 3 em http://www.ibiblio.org/e-
notes/Splines/Bezier.htm

m Alternativamente, pode-se usar a Eq. (*)
P(t) = Zi:Q,n Bin(t)_ Pi ; (*)
Bh(t) =C' (1t S =n!/il(n-i)!

n

32
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——b03(u)
——b13(u)
———b23(u)
——b33(u)
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FuncOes de Blending de Bézier

©, C(t) = (-t° +3t° -3t +1)P, +

(3t° —6t° +3t)P, +
(-3t +3t°)P, +
t°P,

t

Polindbmios de Bernstein:
Bg, =(1-t)° By =3t(1-t)’
By, =3t°(1-t) By =t

34



Forma Matricial da Base Bézier

m Podemos escrever a equagdo para uma curva

de Bézier cubica na forma

Po
P:
P2
Ps

pU)=p,U)=[1 u u® u’]lM,
onde M € a matriz de coeficientes da base Bézier
1 0 0 0
-3 3 0 0
M, =
3 -6 3 0
-1 3 -3 1]

35
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Curvas de Bezier - propriedades

m Curva interpola o primeiro e ultimo pontos do poligono de
controle

m Forma da curva ‘acompanha’ a forma do poligono de
definicdo = formulacao adequada ao ‘design’ interativo de
formas

m Curva esta contida no fecho convexo do poligono de
definicao
= Os polinbmios de Bernstein somam 1 para qualquer v

m Continuidade infinita: todas as derivadas sao continuas
m Qualquer linha reta intercepta a curva tantas ou menos

vezes quanto intercepta o poligono de controle

= Nao pode oscilar demasiadamente
36



Curvas de Bézier - propriedades

m A curva é invariante sob transformacoes geomeétricas
afins (rotacéo, translacao, escala, ...)

= Transformar os pontos de controle e desenhar a curva é
equivalente a desenhar a curva transformada
m As tangentes a curva em py,e p, tém a direcdo dos
segmentos de reta pyp; € p,1P,, respectivamente

= Para cubicas, as derivadas sdo 3(p, — p,) € 3(p, — P3)

37



Curvas de Bezier - Exemplo

m Dados P, [1 1], P, [2 3], P, [4 3], P; [3 1],
determinar 7 pontos na curva de Bezier,
usando as Egs. (*) para n = 3:

P(t) = 2i-0.3 B () P,, ()

B3(t) = C,j (t-1)3ti,  C,i= 31/ il(3-i)!

38



Curvas de Bézier

m Curvas complexas podem ser obtidas
‘concatenando’ varias curvas de grau
baixo: aproximacao por partes
= Continuidade de ordem O: juncao das
curvas (facil: P, = P’)

= Continuidade de ordem 1: tangentes as
curvas no ponto de juncao sao
coincidentes: P, ,, P, = Py, P’; devem ser
colineares

39
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Continuidade

m Nos pontos de juncao das curvas

= Continuidade geométrica G° : dois segmentos de
curva se juntam

= Continuidade geometrica G* : os vetores tangentes
aos dois segmentos no ponto de juncao tém a
mesma direcao

= Continuidade paramétrica C': os vetores
tangentes aos dois segmentos no ponto de jungao
tém a mesma direcdo e mesma magnitude

= (C! = G! a menos que o vetor tangente seja = [0, 0, 0])

= Continuidade paramétrica C": direcao e magnitude
dos vetores tangentes até a n-esima derivada sao
iguais no ponto de jungéao

40



Ssejuntaa CO Cl e C?
com continuidade C°, C, e
C?, respectivamente.

Q, e Q, tém continuidade C! (tangentes TV, e TV, sdo
iguais). Q, e Q, tém apenas continuidade G.

41



Desenhando Curvas Bézier

Curva normalmente € aproximada por uma linha
poligonal

Pontos podem ser obtidos avaliando a curva em v
=U, U ... U

= Avaliar os polindmios de Bernstein

= Usar o algoritmo recursivo de De Casteljau
Quantos pontos?

= Mais pontos em regioes de alta curvatura

Idéia: subdividir recursivamente a curva em
trechos até que cada trecho seja aproximadamente
“reto” 42



Subdivisao de Curvas Bézier

® ® ® @ T -
m Como saber se trecho da curva e “reto”?
= Encontrar o poligono de controle do trecho

= Parar se vértices do poligono forem aproximadamente
colineares

P1o P11 P20
o — — e — — e
/ PR \
// Poz P \\ =05
/ Pos \
Pn P2

Poo P30 43



Curvas de Hermite

m Ao invés de modelar a curva a partir de um poligono de controle
(Bezier), especifica-se pontos de controle e vetores tangentes
nesses pontos

m Vantagem: é facil emendar varias curvas bastando especificar
tangentes iguais nos pontos de emenda

m Exemplos (cUbicas): A

44



Curvas de Hermite

m NoO caso de cubicas, temos o ponto inicial e final
além dos vetores tangentes

p(u)=£l u u’ usll\/lH

onde M, =

o O O B

o +» O O

Po
P,
p'(0)

p'(d)

45



Curvas Longas

® ® ® ®
m Curvas Bezier definidas por & pontos de controle tem
grau A —1

m Curvas de grau alto sao dificeis de desenhar
= Complexas
= Sujeitas a erros de precisao

m E desejavel que pontos de controle tenham efeito
local

= Em curvas Bezier, todos os pontos de controle tém
efeito global

m Solucao:
= Emendar curvas polinomiais de grau baixo

= Relaxar condicoes de continuidade
46



Emendando Curvas Bezier

m Continuidade C°: Ultimo ponto da primeira = primeiro ponto da
segunda

m Continuidade C!: C° e segmento p,p5 da primeira com mesma
diregdo e comprimento que o segmento p,p, da segunda

m Continuidade C?: C! e + restricBes sobre pontos p, da primeira e
p, da segunda

P1 | %) P>

Po

47



Superficies de Bezier

m Analogamente, pode-se definir superficies que
aproximam um conjunto de pontos no espaco

m A formulacao matematica de superficies de Bezier
é dada por

S(U,V) = 2 1 Zi=g mB"(W)B"(V)P;; .0 <u,v <1

= sendo que (/+1)(/++1) pontos de controle P; definem um poliedro
de controle da superficie

= Ver http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Inter.htm
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- S -
Splines

m A base de Bézier nao é propria para a modelagem de
curvas longas

= Bezier Unica: suporte nao local
= Trechos emendados: restricbes nao sao naturais
m Base alternativa: B-Splines
= Nome vem de um instrumento usado por desenhistas

= Modelagem por poligonos de controle sem restricoes
adicionais e com suporte local
= Alteracdo de um vértice afeta curva apenas na vizinhanca
= EXistem muitos tipos de Splines, mas vamos nos
concentrar em B-splines uniformes

= Uma B-spline uniforme de grau d tem continuidade C#1 10



Curvas B-Spline

m Funcodes de base s&o nao nulas apenas em um intervalo no
espaco do parametro

= Como é impossivel obter isso com apenas 1 polinomial, cada
funcdo de base é composta da emenda de fung¢des polinomiais

= Por exemplo, uma funcéo de base de uma B-spline quadratica
tem 3 trechos (ndo nulos) emendados com continuidade Ct

/N

B; (u)

v

50



Curvas B-Spline

m Todas as funcbes de base tém a mesma forma, mas sao
deslocadas entre si em intervalos no espaco de parametros

= Num determinado intervalo, apenas um pequeno numero de
funcOes de base sdo nao-nulas

= Numa B-spline quadratica, cada intervalo é influenciado por 3
funcoes de base

B ()  B;u) B

51



Curvas B-Spline

m Os valores u;do espago de parametro que delimitam os
Intervalos sao chamados de nos

m Podemos pensar em intervalos regulares por enquanto (B-
Splines uniformes) isto é, ;=1

A

B, ; (u) B, (u) Bis (u)

v

U1 U; Uirqg Uity Uiis Uity u
52



FuncoOes da Base B-Spline

m Queremos exprimir curvas como pontos mesclados por
intermedio de funcbes da base B-Spline

JORDIHO

onde /m é o numero de pontos do poligono de controle e dé o
grau da B-spline que se quer usar

m Para derivar as funcoes da base B-spline pode-se resolver um
sistema de equac0des

= Para B-splines cubicas, requere-se continuidade C? nos nés, a
propriedade do fecho convexo, etc

m Uma maneira mais natural € utilizar a recorréncia de Cox-de
Boor que exprime as funcdes da base B-Spline de grau A como

uma intepolacao linear das funcGes de grau k-1 5



Recorréncia Cox-de Boor

1 parau <u<u_,
0 caso contrario.

Bkyo(u):{
B (U): u_uk B 4 uk+d+1_u B
k,d k,d-1

uk+d _uk U —U

k+d+1 k+1

54



Recorréncia Cox-de Boor

L L L L
1 arau, <u<du,.,, C
Bk,o(u>:{0 paTa U, <U < Uy, p) = By, ()P,
caso contrario. i=0
u-—u u —Uu
B, ,(U)= B 4 ——kd4l B U.in <u<u.
k’d() U g — Uy o U g1 —Usa e P( e l+4)
©
p (u;<u<u;,q) Piss
©)
p; P (Ui SU<u;5)
P (ttpg SU<it)
1 1 @
© Pi+2 d=0

Pi+1
(assumir que para u = u,

Spline de grau 0 passa por p;) ..



Recorréencia Cox-de Boor

D D D D
m
5 |1 parau, <u<u,,,, p(u) = z B, , (U)p.
k,0 (u) - L. 0 ’
0O caso contrario. 1=
B, q(U)= By g1t = By.1da
uk+d _uk uk+d+1 _uk+1

Pi+3

N\

Pi
| JUBVESIASTINY

p (u;<u<u,,,) p X Pix2 d=1
i+1

P (U SU<tiy,y)

56



Recorréncia Cox-de Boor

® ® ® ®
B, (U)= 1 parau, <U<uU,,,, -
0 0 caso contrario. pu) = Z B, 4 (U)p,
i=0
B4 (U) = Biaat+t— By ird1
Uy.a — Uy Urarr = Ukaa

Pi

d

Il
N

Pi+1

S7



Recorréncia Cox-de Boor

® ® ® ®
B, (U)= 1 parau, <U<uU,,,, -
0 0 caso contrario. p(u) = Z B, ¢ (WP,
i=0
B4 (U) = Biaat+t— By ird1
Uy.a — Uy Urarr = Ukaa

Pi+3

Pi

_/

Pi+2 d

Il
O8]

Pi+1
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Propriedades das B-Splines

m Dados n+1 pontos (p, ... pP,) , € composta de (-
ad+1) curvas Bézier de grau d emendadas com
continuidade @-1 nos n+d+1noés ¢, , U, , ...,

Upra+1
Cada ponto da curva ¢é afetado por g+1 pontos
de controle

Cada ponto de controle afeta d+1 segmentos

Curva restrita ao fecho convexo do poligono de
controle

Invariancia sob transformacoes afim
59



Efeito dos NOs

m Os intervalos entre nos influenciam a importancia
dos pontos de controle

= Exemplo: B-spline Quadrica

http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Basis.htm

60
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Inserindo NoOs

m Observamos gue as B-splines uniformes em geral
nao passam pelos pontos de controle

m Entretanto, pode-se replicar nos para fazer a
curva se aproximar dos pontos de controle

= Para interpolar o primeiro ponto usando uma B-
Spline cubica, fazemos u, = v, = U, = U4
= Para obter uma B-spline cubica passando por 4

pontos pode-se usar o vetor de nos: 0, 0, O, O, 1,
1, 1,1
= De fato, com este vetor de nos, tem-se uma

Bézier cubica ot



Vetores de NOs - Exemplos

m Uniforme: [0,1,2,3,4,5]

m Uniforme aberto: [0,0,0,1,2,3,4,4,4]
(k=3, n=5)
m Nao-uniforme: [O, 2, 3, 6, 9]

= Ver http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Basis.htm
= Ver http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/None.htm
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Curvas Racionals

m Funcoes sao razoes
= Avaliados em coordenadas homogéneas:

x(t) y(t) z(t)
[x(t), y(t), z(t), w(t)] - {W(t) WO’ W(t)}
= NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines): x(7),
(1), z(t) e w(t) sao B-splines nao uniformes

m Vantagens:
= Invariantes sob transformacdes perspectivas e portanto
podem ser avaliadas no espaco da imagem

= Podem representar perfeitamente sec6es conicas tais como
circulos, elipses, etc
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B-splines Racionals nao-
uniformes (NURBS)

m Curva B-spline € uma soma ponderada dos seus
pontos de controle

P(t) = Zi:O,n Bi,k(t) pi d tk—l Sts tn+1 (*)

= os pesos N;, tém a propriedade 2_, N; (1) = 1

m Como os pesos dependem apenas do vetor de nos, é
util associar a cada ponto de controle um peso extra

Wi

P(t) = 2i:o,nWiBi,k(t)pi/ Zico WB (D) ()
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B-splines Racionals nao-
uniformes (NURBS)

m Aumentar o peso w, aumenta a influéncia do I-
ésimo ponto de controle, atraindo a curva para

esse ponto

m Denominador em (**) normaliza os pesos: se
w, = const para todo /obtém-se a Eq. (*)

m Os pesos wN;, tambem satisfazem a condigao
da “particao da unidade”

m Ver http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/Basis.htm
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Curvas NURBS

m Representacao exata para secoes
conicas (elipses, parabolas, hiperboles)

= Representacao Unica para todos os tipos
de curvas!

m Invariantes sob transformacoes de
projecao perspectiva
= Transformacoes podem ser aplicadas aos
pontos de controle!
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Superficies NURBS

® ® ® ®
m Analogamente, uma superficie NURBS S(u,v)

é construida como o produto tensorial de
duas curvas NURBS:

S(u,v) = X 2 N<(u) NSY(Vw,P; /

I=0,nu“=j=0,nv

2o nuizo,nNi U(U) NY(V)w;
m Ver
http://www.Ibiblio.org/enotes/Splines/Intro.htm
http://libnurbs.sourceforge.net/index.shtml
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Bibliografia adicional

m Cap. 3 do livro de Azevedo e Concli

m http://www.cs.princeton.edu/~—min/cs4
26/jar/bezier.html

m http://www.cse.unsw.edu.au/~lambert/
splines/
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