Determinacdo de uma solucéo basica inicial

Para que o metodo simplex possa ser aplicado, precisamos de uma solucao

basica factivel inicial.

Minimizar f(x) = ¢'x
sujeitoa: Ax<b
X>0
emque b > 0.
Apos a introducéo das variaveis de folga, digamos, X, temos:
Minimizar f(x) = ¢'x
sujeito a: AX + Xs=b
x>0, x>0,

de modo que a matriz dos coeficientes das restricdes agora € dada por

[A 1]

e uma particdo basica factivel é dada por:

e B =1|: as variaveis basicas sao as variaveis de folga xg = X

e N = A: as variaveis ndo-basicas sdo as variaveis originais Xy = X,

e a solucdo basica factivel e dada por:
Xg =X; =b >0,

Xy =x=0.



Em geral, uma solucdo basica factivel ndo esta disponivel e deve

ser encontrada.

Minimizar f(x) = ¢'x
sujeitoa: Ax=b
x>0

em que A ndo tem uma sub-matriz identidade (b > 0).

Como encontrar uma parti¢cdo nas colunas da matriz A,
A =[BN],

tal que exista B™ e xg= B™'b > 0, isto é, uma particdo basica factivel.?

Seja A uma matriz 10x20 (m = 10 e n = 20). Precisamos identificar 10
colunas de A que sejam linearmente independentes para formar a matriz B
e a solucdo do sistema B xg = b deve satisfazer xg > 0.

Se fizermos uma busca ao acaso, isto €, um algoritmo exaustivo
simples do tipo:

e selecione 10 colunas e resolva o sistema resultante,

e se a solugdo do sistema for unica e ndo-negativa, entdo sucesso.
Podemos usar esta selecdo como uma particdo basica factivel e
iniciar o metodo simplex.

e sendo (B ndo é invertivel, ou a solucdo Unica tem coordenadas
negativas), selecione outras 10 colunas até que sucesso seja obtido,
ou todas as possibilidades tenham sido investigadas.

Entretanto, este procedimento simples pode envolver a resolucéo de

CR _ 20 184756 sistemas de equacdes lineares 10x10.
101(20 —-10)!



Método das duas fases

Notamos que as variaveis de folga foram Uteis para a seguinte classe
de problemas:
Ax<b Ax+Xx; =b

equivalente a
x>0 X20,x; 0.

Mas, se 0 problema estd na forma de igualdade, ndo ha variaveis de folga.
Assim, introduzimos novas variaveis como se fossem de folga:

Ax+y=Db

x>0,y>0.
Essas novas variaveis sdo chamadas variaveis artificiais e ndo fazem parte
do problema original, portanto, devem ser eliminadas.
Para eliminarmos as variaveis artificiais, utilizamos um novo objetivo que
resulta no problema artificial:

min £, (,y) =3y,

i=1
sa. Ax+y=Db
x>0,y>0.
A funcdo objetivo do problema artificial penaliza as varidveis
artificiais de modo que a solucdo 6tima deste problema deve (se possivel)

teryi=0,i=1,..,m.

Caso hajam colunas da matriz identidade na matriz A, estas podem ser
utilizadas na construcdo da base inicial sendo complementadas com

variaveis artificiais.



Considere o seguinte problema de otimizacao linear:
minimizar f(X) = X; — X, +2X3
sujeitoa: X;+X,+ X3=3

2X1 — Xy +3X3 <4
X; 20,i=1,2,3

0 qual pode ser escrito na forma padrao:
minimizar f (X) = X; — X, +2X3 +0X4
sujeitoa: X;+Xy, + X3 =3

2X; — Xy +3X3 + X4 =4
X; 20,i=1,.4

Por exemplo, os seguintes problemas podem ser construidos como

problemas artificiais:

Caso A: uma variavel artificial é introduzida para cada restricao.

minimizar f, (X{,...,Xg) = X5 + Xg
sujeito a: Xy + X, + X3 4+ Xg =3
2X; =Xy +3X3+ X4 +Xg =4
X; 20,i=1,...6
em que Xs e Xg Sao variaveis artificiais. Uma base factivel ¢ formada pelas
colunas das variaveis artificiais, Xs € Xs.

Caso B: Apenas uma variavel artificial é introduzida — uma coluna da

matriz identidade ja esta disponivel.

minimizar f,(Xy,...,X5) = Xg
sujeitoa: Xy +X,+ X3 +X5 =3
2X; =Xy +3X3+ X4 =4
Xi > 0,| = 1,...,5
em que a variavel x5 € a variavel artificial. Uma base factivel é formada

pelas colunas das variaveis x4 (variavel de folga) e xs (variavel artificial). [



O problema artificial tem sempre uma particdo basica factivel obvia:

e B =1: variaveis basicas xg =y,

e N = A: variaveis ndo-basicas xn = X
e, portanto, podemos aplicar o0 método simplex, que promove as trocas das
colunas das variaveis artificiais por colunas das variaveis originais.
Ao final, as variaveis artificiais sdo ndo-basicas e uma base com as colunas
originais de A € obtida.
Uma vez encontrada uma solucdo basica em que todas as varidveis
artificiais sdo nédo-basicas, temos uma base formada por colunas originais e,
portanto, podemos aplicar o0 método simplex para resolver o problema
original a partir desta base.

Este procedimento é chamado de método das duas fases:

Fase | — resolve o problema artificial

Fase Il — resolve o problema original, a partir da base factivel obtida

na fase I. Se o problema original é infactivel, entdo o problema

artificial tem solucado 6tima com vy # 0.




Exemplo Considere o problema de otimizacédo linear definido no exemplo

anterior e o problema artificial definido no caso B, em que apenas uma

variavel artificial é introduzida: Problema artificial:
minimizar f,(X;,....X5) = Xz
sujeito a:  X; +X,+ X3 +X5 =3
2X1 =Xy +3X3 +X, =4
X; 20,i=1,..5
Para resolver o problema artificial, aplicamos o método simplex.
Fase I: Particdo bésica factivel inicial: B, =4 B,=5 N;=1 N,=2

N, =3

0 1 1 1 1
B= e N=
10 2 -1 3
18, Iteracdo
. Solucéo basica:

| ) | _ o 13
Resolva o sistema BXg =b, cuja matriz aumentada é L 0 ‘4}

A X4 4
obtenha a solugdo: Xg = . |~
5

° Teste de otimalidade:

i) Vetor multiplicador: Resolva o sistema B' 7 = cg, cuja matriz
0 1|0 1
aumentada é e obtenha 7 =
1 01 0

i) Custos relativos

A~

N,=1: §=¢ —7'a =-1 <« x, =X entra na base
. A T



Direcao simplex: Resolva o sistemaBy =a;, cuja matriz aumentada

0 1|1 2
é e obtenha y =
1 0|2 1

e Tamanho do passo

Xg. X
& =min] y; >0 :min{i,E}:Z:i (Xg, = X4 sai da base)
Yi 21 Y1

e Atualizacéo

B]_:l 82:5 N1:4 N2:2 N3:3
11 0O 1 1

B = e N=
2 0 1 -1 3

: _ 1 13
o Solucéo basica: Resolva o sistema Bk, =b: { ‘ } e obtenha

-

° Teste de otimalidade

: . _ 1 2|0
i) Vetor multiplicador: Resolva o sistemaB' 7z =cg: { ‘ } e obtenha

i { i/z}

i) Custos relativos
N,=4: ¢ = Ta, =1

N,=2:C,=C,—x'a,=—2 <« x,, =X, entra na base



1 1)1
. Direcao simplex: resolva o sistema By =a,: {2 0 ‘ J e obtenha

o Tamanho do passo

Xg. X
g=min{i Vi >0}=min %; :%:ﬁ (xs, = Xs Sai da base)
i 5 Y2
e Atualizacéo:
B]_:l 82:2 Nl=4 N2:5 N3:3

-z

Base formada por variaveis do problema original. Fim da Fase 1.

Fase Il: Aplicar o método simplex a partir da base obtida na Fase I. A
varidvel artificial (segunda varidvel ndo basica: N, = 5) € descartada e os

indices ndo basicos sao redefinidos: N; =4, N, = 3. [



Resolver:
minimizar f(X) = X; — X, +2X4

sujeitoa: X;+X,+ X3=3
2X; — Xy +3X3 <4
X; 20,i=1,2,3
FASE I:

minimizar f,(Xy,....X5) = Xz
sujeito a: Xy +X,+ X3  +X5 =3

2X; — Xy +3X3 +X, =4
Xi ZO,i:1,...,5
Quadro 0
Xy X, Xj X, X5
Base 0 0 0 0 1
Xe 1 1 1 0
X, 2 -1 3 1 0

Escrevendo a funcéo objetivo em funcéo das variaveis ndo béasicas.

Quadro 1
X1 Xy X3 X4 X5
Base -1 -1 -1 0 0 -3
X5 1 1 1 0 1
X, 2 -1 3 1 0

> X, entra na base (menor custo relativo)
> X, sai da base (variavel basica correspondente a linha que fornece a

menor divisdo 4/2 e 3/1).

Quadro 2

X; X,  Xg Xy Xs
Base | 0 |[-3/2| 112 1/2 0 -1
X5 0 32 | -1/2 -1/2 1 1
Xq 1 |[-12| 32 1/2 0 2

> X, entra na base (menor custo relativo)

> Xs sai da base.



Base | 0 0 0 0 1/ 0
X, 0 | 1 [ -3 |-13| 28 | 23
Xy 1 0 | 4/3 1/3 £1/3\ 7/3
FASE Il

X1 X,  Xj X4
Base 1 -1 2 0 0
Xo 0 1 | -3 | -13 2/3
Xy 1 0 | 43 | 113 7/3

Antes de iniciar, escrever a funcdo objetivo em funcéo das variaveis ndo
bésicas.

minimizar f(X) = X; — X, +2X3

sujeitoa: X;+X, + X3=3
2X1 — Xy +3X3 <4
X; 20,1=1,2,3

FASE Il
X; X, X3 Xy

Base 0 0 1/3 -2/3 -5/3

X, 0 1 -1/3 -1/3 2/3

Xq 1 0 4/3 1/3 713

e X4 entra na base
e X1 sai da base

Base 2 0 3 0 3
X 1 0 3
X, 3 0 4

Soluc¢do 6tima encontrada:

X1=0, X=3, X3=0, X4=7, z=-3.
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