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Algoritmos de Particao Com Sobreposicao

+ Algoritmos particionais como o k-means, k-medéides e diversos
outros produzem uma particao rigida da base de dados:

— Cada objeto pertence a um unico grupo, de forma integral
— Usualmente refere-se a esse tipo de particdo como Hard ou Crisp

* No entanto, muitos problemas envolvem grupos mal delineados,
que nao podem ser separados adequadamente dessa maneira

+ Em outras palavras, existem s
situagdes nas quais os dados s
compreendem categorias que ‘
se sobrepdem umas as outras s
em diferentes niveis 2
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+ Por exemplo: 0

Algoritmos de Particao Com Sobreposicao

» Métodos de agrupamento com sobreposicao, ou
overlapping clustering algorithms, sdo concebidos
para lidar com situa¢gées como esta

» Podem gerar particoes de 3 tipos:

— Soft: Objetos podem pertencer a mais de um grupo, porém
necessariamente de forma integral

— Fuzzy: Objetos pertencem a todos os grupos, com diferentes
graus ou niveis de pertinéncia (possivelmente nulo)

— Probabilisticas: Objetos possuem probabilidades de
pertinéncia associadas a cada grupo

» Vamos discutir representantes classicos dos ultimos
dois tipos, que sdo os mais comumente utilizados




Definicao de Particao Soft de Dados

» Consideremos um conjunto de N objetos a
serem agrupados: X = {x, x,, ...

» Particio Soft: cole¢do de k grupos, dada por
P={C,,C,, ..., C}, tal que:

C1UC2U...UCk=X

C=0

> Exemplo: P = { (x}, Xy), (X3, X4, X5, Xg), (X5, X5) }

Matriz de Particao Soft

* Matriz de Parti¢io (revisdo): matriz com k linhas (no. de grupos)
e N colunas (no. de objetos) na qual cada elemento ; indica o
grau de pertinéncia do j-€simo objeto (x;) ao i-€simo grupo (C,)

My My o My

U(X)= lu:21 My ’qu

My Mo o My

= Matriz de Particao Soft: matriz de particdo binaria, ou seja, 4;
€ {0,1}, sem qualquer outra restricdo, exceto colunas nio nulas

Matriz de Particao Soft

= Exemplo:

> P= { (Xl’ X4), (X3’ Xy X5, X6)’ (XZ’ X5) }

U(X)=

o o =
S = O
— o O

—_— = O
_ O O

Particoes Fuzzy e Probabilisticas

* Matriz de Particio Fuzzy: elementos assumem valores
continuos de pertinéncia, ao invés de bindrios, i.e., ;€ [0,1]

My My o My

U(X)Z :u:21 My ,U?N

_/ukl My /ukN_

= Matriz de Particao Probabilistica: matriz de particdo fuzzy
particular, tal que pertinéncias representam probabilidades

= Logo, a seguinte restrigdo deve ser satisfeita: 2,(4;) = 1 Vj




Particoes Fuzzy e Probabilisticas

= Exemplo (Fuzzy):

U(X):F 0.1 0.5 0.1}

0 0.1 05 09

= Exemplo (Fuzzy / Probabilistica):
I 0.7 05 0.1
ol

0 03 05 09

Algoritmo Fuzzy c-Means

» Modelo de Otimizacao (Dunn 1973, Bezdek 1981):

N c )
min J =3 > uf HX/'_Vz’H
Hij > Vi

j=1 =l
s.a 0y, <1

Z luij = 1
i=l1

N
0<> u; <N Vie{l,2,....c}

Jj=1

Vie{l,2,...,N }

onde m > 1 (parametro) e v; € R" (protétipos)
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Algoritmo Fuzzy c-Means

NOTAS:
* Qual a interpretacao do critério de custo J ... ?
* Qual a interpretagao das restricoes ... ?

* Qual o papel do “fator de fuzzificacdo” m ... ?

Algoritmo Fuzzy c-Means
* Algoritmo Basico (m =2, v, #x)):

1—-Selecionar centros iniciais: v,,V,,...,V,

2—Calcular g, :

v ]

v

_ J i

'uij_ Z 2
|

3 — Atualizar os centros :

N
2
2 M X
=
- N
2
2
j=1

4 —Parar em caso de convergéncia ou voltar ao passo 2

\f




Algoritmo Fuzzy c-Means

» Algoritmo Completo:

1—Selecionaros centrosiniciais: v,,v,,...,V,

2—Calcular y;; : Para cada je {l,---,N}, se Hx/.—v,.

>0 parai=1,---,c entdo

. =
[k
u=| 3 B2
=i
Se ij —v,|=0paraiel c{1L,--,c}, entdo definir M; para i€ I como V nimero

real ndo negativo que satisfaca Z 4; =1 e definir 1, =0 parai € {1,---,c} -1

iel
3— Atualizar os centros :
N
m
2 M X
_ A
A
m
2 M
=l
4 —Parar em caso de convergéncia ou voltar ao passo 2 13

Algoritmo Fuzzy c-Means

Notas:

- Valor 6timo de m desconhecido. Usualmente m = 2

- Trata-se de uma extenséo de k-means para o dominio fuzzy
- Como tal = apenas garantia de convergéncia para solugdes locais !
- Ou seja, também é susceptivel a minimos locais da fungédo objetivo J
- depende da inicializacdo dos protétipos

- esquemas de multiplas execugdes podem ser utilizados...

- Existem dezenas de variantes !

- e.g. versao possibilistica 15
- considere a figura ao lado com ¢ = 2 o ¢
- pertinéncia dos dois outliers... ? Z .
0 10 20

Figura Prof. Eduardo Hruschka

FCM

Exemplo (“Iris” 2D):

"Areas” of the Irises: Sestesa (circles), Versicolor (squares) and Virginica (friangles)
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FCM

Fuzzy Clusters derived from the 2D Iris Data with the FCM algorithm (m=2,c=3)
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X1 [Sepal "Area”]

X2 [Petal "Area”]

16




FCM

Original 2D Iris Data (Lett) and Rough Fuzzy C-Means Classification (Right)
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Complexidade Computacional

0O Complexidade de tempo do FCM &, em principio, O(N n ¢?)
» assumindo um no. constante de iteragdes fixado pelo usuario

Q Porém...
= é possivel demonstrar que existe implementacdo linear !

» complexidade O(N n ¢)

Determinacao do No. de Grupos...

- Multiplas execugdes ordenadas de FCM, com uso da fungdo objetivo J

Erro Quadratico

Ponderado:
N ¢

7= urdlx,. v,
1

j=1 i=

Funcao Objetivo

— N W A LD 0O S
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Exemplo (IRIS 2D)

Evolution of the Fuzzy C-Means Algorithm with m=2 and ¢=3 (2D Iris Data)
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Limitacoes
= Mesmas ja vistas para o k-means:

= 1. Casos Ambiguos:
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= 2. Busca Guiada:

= FCM evolutivo, ... ?

= Solucao: vide aulas de validacao de agrupamento !
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Exercicio

+ Agrupar os dados em azul na figura abaixo através do método FCM com 2
clusters, m=2 e centros iniciais assinalados em vermelho. Apresentar os

centros dos grupos e a matriz de valores de pertinéncia para cada iteragao.

v, v, Computacional = 5 iteragoes.

Manual = 12 iteragdo.
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FCM Paralelo / Distribuido

# Discussao no quadro...
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Principal Variante do FCM

# Algoritmo Gustafson-Kessel (GK)

= Variante do FCM equipada com métrica adaptativa capaz de induzir

2 "4k, -v,)
HXJ.—VI.HAiZ(Xj—Vi) A X, —V,

= FCM com dist. Euclidiana é obtido com A;=I,,,, paratodoi=1, ...,

clusters elipsoidais / circulares com diferentes distribuicoes espaciais

= Possui “a mesma” funcao objetivo e segue os mesmos passos do FCM,
exceto que a distancia entre o j-ésimo objeto e o i-ésimo protétipo é
calculada em fungdo de uma matriz adaptativa independente A, i.e.

c

24




Gustafson-Kessel (GK)

@ Matrizes A, sdo obtidas adaptativamente, em fungao
das matrizes de covariancia fuzzy dos clusters:

onde:

A =4 det(cbi) CI)i_l

iﬂ;ﬂ(xj_vi)(xj_vi)T

o, = -
2 uy
k=1

1
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Gustafson-Kessel (GK)

# Nota: A equacao abaixo define um hiper-elipsoide

(X—V)TCDZ._I(X—V):l

A matriz de covariancia
fuzzy concentra informacéo
sobre a distribui¢cao espacial
do cluster: Autovetores ¢, e
autovalores A, parametrizam
a distancia hiper-elipsoidal

= maior dificuldade esta no calculo da inversa, ®1: On3)

Gustafson-Kessel (GK)

# Exemplo:

Xz
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Gustafson-Kessel (GK)




= O Algoritmo EM (Expectation Maximization)
€ um procedimento genérico para a modelagem
probabilistica de um conjunto de dados

= Basicamente, o algoritmo otimiza os parametros
de uma funcao de distribuicao de probabilidades
de forma que esta represente os dados da forma
mais verossimil possivel

= Maximizagao da Verossimilhanca

= Modelo mais utilizado € aquele cuja funcao de
distribuicao de probabilidades é dada por uma

Mistura de Gaussianas "

EM — Mistura de Gaussianas

= O modelo de mistura de Gaussianas é dado pela seguinte
funcao de densidade de probabilidade p:

k
p(xj)=27zi3\f(xj‘vi,2i)
i=1

= X; € um padrdo (objeto)

= /N'é uma Gaussiana (da mesma dimensdo dos padrées)
= v, é o centro da i-ésima Gaussiana (vetor da mesma dimensdo de X;)
= ¥, é a matriz de covariancia da i-ésima Gaussiana

= 7, € uma probabilidade associada a i-ésima Gaussiana

= k € o nimero de Gaussianas que compdem a mistura 30

EM — Mistura de Gaussianas

= Para compreender a distribuigao de probabilidade p(x;),
seja uma var. aleatéria binaria k-dimensional z,, tal que:

= Z; = [z; ... ;] assume apenas valores em representagao 1-de-k:
" z; = 1paraumdadoie {1, ..., k}; todos os demais sdo nulos
= em outras palavras, z; € {0, 1} e 2,z,=1

= Define-se m; = p(z; = 1) como a probabilidade a priori que um
padrdo x; qualquer seja gerado pela i-€sima Gaussiana, Mx;!v;, Z,)

" logo, 0<m<l e Xm=1
* A distribuicdo de probabilidade p(z;) é tal que:

= p(z) = m para a realizagdo de z; tal que z; = 1 N

EM — Mistura de Gaussianas

= Note que a i-ésima Gaussiana corresponde a distribuicdo
condicional de x; dado um valor particular de z;, i.e.:

= p(x;1z; = 1) = Nix; 1 v;, £)), ou (equivalentemente)
= p(x;1z) = N(x;lv;, £) para a realizagdo de z; tal que Zj = 1

= Das distribuigbes p(z) e p(x; | z,) tem-se a distribuicao
conjunta p(x; & z;), COmo segue:

" p(xj & Zj) = P(Zj) P(Xj | Zj)
= A distribuicdo p(x;) € obtida entdo como:

. p(Xj):ZZ;p(X/’ &zj):lzkl:ﬂi.’]\f(xj

Vi’Ei)
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Modelo para 1 Atributo e 2 Grupos:

A 51 B 62 B 64 A 48 A 39 A 51
A 43 A 47 A 51 B 64 B 62 A 48
B 62 A 52 A 52 A 51 B 64 B 64
. B 64 B 64 B 62 B 63 A 52 A 42
Objetos: A 45 A 51 A 49 A 43 B 63 A 48
A 42 B 65 A 48 B 65 B 64 A 4@
A 46 A 48 B 62 B 66 A 48
A 45 A 49 A 43 B 65 B 64
A 45 A 46 A 40 A 46 A 48
Modelo: A B
30 40 50 60 70

ﬂAZSO, O—A :5, pA:0'6 ILIB:65I GB :2, pB:0'4
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EM — Mistura de Gaussianas

= Uma grandeza fundamental para definicao do algoritmo:

ﬂiﬂ\f(xj vi,Ei)

"W = P(Zgzllxj) =S =
;”lw(xj‘vl’zl)

" p(zlx) = plx&z) /p(x) —  p(zlx)=p(z) p(x;lz) [ p(x) -
= plz;=11x) = plz;=1) p(x;1z;=1) [ p(x;)
= E a probabilidade a posteriori de z;; =1 dado que se observou x;
= Em contraste com m;, que é a probabilidade a priori

= Em outras palavras, é a probabilidade a posteriori que a observagao
x; tenha sido produzida pela i-ésima Gaussiana
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EM — Mistura de Gaussianas

= Qutra grandeza fundamental para definicao do algoritmo:

= Dado um conjunto X = {x,, x,, ..., X} de N observacdes
independentes, tem-se a distribuicao conjunta dada por:

- P(X)=P(X1 &x, &---&XN)=ﬁIP(Xj)=IN_IZk:”zW(Xj‘Vz’Ez)

j=1 =1
= Essa distribuicdo governa o conjunto de observagoes X dado que
este seja descrito pela mistura de Gaussianas em questado:

s r={%, .. v=Avy, ., vern={n, .., T}
= Por esta razao, em geral refere-se a esta distribuicdo por p(X | &, £, v)

= Por conveniéncia matematica, aplica-se o logaritmo para eliminar o
produtorio, obtendo assim a fungdo de log-verossimilhancga:

c (X7 E, v)= iln@ﬂ,w(x,v,,z,)j

j=1
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EM — Mistura de Gaussianas

= Maximizar a verossimilhanga pode ser visto como maximizar
a compatibilidade entre as N observagdes e o0 modelo

= EM (Dempster et al., 1977) € um algoritmo de otimizacao que
visa maximizar a f. de (log) verossimilhanga em 2 passos:

= Passo E (Expectation)
= Avalia as probabilidades a posteriori g; (i=1, ..., k;j=1, ..., N)

= a partir das N observagdes X = {x,, x,, ..., Xy} € do modelo corrente, dado
pelos parametros £ = {Z, ..., &}, V={vy, ..., vy en = {n;, ..., ;J}

= Passo M (Maximization)

= Ajusta o modelo visando maximizar a funcao de log-verossimilhanca
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EM — Mistura de Gaussianas

= Passo E (Expectation):

= Avalia as probabilidades a posteriori i i=1,.,kji=1,..,N)

ﬂiﬂ\f(xj|vi,2i)

ik

Z”IN(X]'|V1’ZI)
I=1

1
€
2m)"* det(z, )"

Nlx|v,. %)= xp{—%(xj —v) E(x, - v»}
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EM — Mistura de Gaussianas

= Passo M (Maximization):

= Ajusta o modelo visando maximizar a verossimilhanga

— 1 N
F Z IUUX i centrdide ponderado
i Jj=1
1 N
. FZ'UU (X —V. )(X —V. )T - covariancia ponderada
i Jj=l
N, . N .
7l'i = » responsabilidade relativa do i-ésimo grupo (Gaussiana)

=
I
1= =]

,Uij » responsabilidade absoluta do i-ésimo grupo (Gaussiana)

~.
I
—_
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EM — Mistura de Gaussianas

= Algoritmo:
1. Inicializacao (via k-means)
= protétipos v; = centrdides finais do k-means
=  covariancias Y; = matrizes de covariancia finais (dos grupos)
= probabilidades w; (para N; e ;) = matriz de particdo rigida final
2. PassoE
3. PassoM
4. Avaliacdo do Critério de Parada
= e.g. fungdo de log-verossimilhanga

5. Interrupcio ou Retorno ao Passo 2 “

EM x k-Means

= EM produz informagao muito mais rica sobre os dados
= Probabilidades associadas a cada padrdo / cluster
= Probabilidades produzidas por EM podem facilmente
ser convertidas em uma particao rigida, caso desejado
= Via projegao do maior valor

= Essa particdo é capaz de representar clusters alongados,
elipsoidais, com atributos correlacionados

= No entanto, todas as vantagens acima vém com um
elevado custo computacional associado...
= Calculo das Normais Multi-Dimensionais /N"demanda as
inversas das matrizes de covariancia Y, que é O(n3)

= k-means é um caso particular de EM. Ambos estao

sujeitos @ minimos locais 0




EM (Mistura de Gaussianas — Exemplos)

*
*
MK ..oo’oo
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’0‘0000
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Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.

Exemplo

(passo—a—passo) L .

Gausshix = ngFlsl RandnmPtsl ClearPtsl \leeme\sl 3 =] |EM Stop -

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.

F240084081007
"

Iteracao 1

0.322580645161230)

Gausshix = ngF’tsI RandomPtsl C\earPtsl Ithernelsl 3 =| |EM1 Step =

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.

Ban Likelihood =-12 5013

023392524856 !4

Iteracao 2

<]

Gausshlix = ngPtsl RandnmPtsl ClearPtsl \leeme\sl 3 =] |EM 1 Step =

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.




Iteracao 5

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.

Mean Likelihood = X1 87 3336838580106
-

Gaussiin = ngF‘tsl Ramnanlal ClearPts Itheme\sl 3 =) |[EM1 Step =

Mean Likelihood =-11.13403288 7] 6775
[

a7 't W ERI20ES
i,
f’:

w
.
"
- 511520737329874
.
=
)

Iteracao 25

Gausshix = ngF’tsl RandomPtsl CIearPtsl \thernelsl 3 = |EM5mp -

Keogh, E. A Gentle Introduction to Machine Learning and Data Mining for the Database Community, SBBD 2003, Manaus.

V 4 -
Exercicio
Objeto X
1 131 * Execute manualmente iteragdes
> 0.43 do EM na base de dados ao lado
. (n=1, N =10), comk = 2. Tome
3 0.34 protétipos iniciais arbitrarios e os
4 3.57 demais parametros inicializados a
5 2.76 partir destes, de maneira analoga
6 0.30 a inicializagdo via k-means
7 9.06 _
8 4.45 = Jlustre o resultado obtido de
' forma grafica
9 2.87
10 4.42
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Algoritmos Baseados em Densidade

= Paradigma de Agrupamento por Densidade
= Clusters como regides de alta concentragdo de objetos
= Regibes essas separadas por regides de baixa concentracdo de objetos
= Paradigma alternativo aquele baseado em protdtipos
= K-means e variantes, FCM, GK, EM, etc
= Existem varios algoritmos

= Veremos a seguir um dos mais conhecidos, 0 DBSCAN
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DBSCAN

0 DBSCAN is a density-based algorithm

— It uses the concept of Center-Based Density

¢ number of points within a specified radius (Eps)

0 Definitions:

— Apointis a core point if it has at least a specified number of
points (MinPts) within the radius Eps (including the point itself)

¢ these are points that are in the interior of a cluster

— A border point has fewer than MinPts within Eps, but is in
the neighborhood (within the radius) of at least 1 core point

— A noise point is neither a core point nor a border point

F@Tan,Steinbach, Kumar Introduction to Data Mining 4/18/2004 49

DBSCAN: Core, Border, and Noise Points

2r e ~
/e N
15 ff Noise Pdint
AL \ Eps =1 . )
Y
05h . - —~ > C /3/\
ot / f/ oo
{ ).F . )
05F . Borher Point%i . Core Pojnt
Al \ N/ P /
N - S
15 MinPts = 4
2 A 0 1 2
F@Tan,Steinbach, Kumar Introduction to Data Mining 4/18/2004 50

DBSCAN

= Algoritmo Conceitual:
1. Percorra a BD e rotule os objetos como core, border ou noise
2. Elimine aqueles objetos rotulados como noise
3. Insira uma aresta entre cada par de objetos core vizinhos
= 2 objetos sdo vizinhos se um estiver dentro do raio Eps do outro
4. Faca cada componente conexo resultante ser um cluster
5. Atribua cada border ao cluster de um de seus core associados

= Resolva empates se houver objetos core associados de diferentes clusters

51

DBSCAN: Core, Border and Noise Points

Original Points Point types: core,

border and noise

Eps =10, MinPts = 4

F)Tan,Steinbach, Kumar Introduction to Data Mining 4/18/2004 52




When DBSCAN Works Well

When DBSCAN Does NOT Work Well

-3
o
+ .
¢ ..
Original Points Clusters
* Resistant to Noise
« Can handle clusters of different shapes and sizes
Introduction to Data Mining 4/18/2004 53

F@Tan,Steinbach, Kumar

(MinPts=4, Eps=9.75).

Original Points

« Varying densities

 High-dimensional data
(MinPts=4, Eps=9.92)

F@Tan,Steinbach, Kumar Introduction to Data Mining 4/18/2004 54

(Attempt at) Determining EPS and MinPts

0 Ideais that for points in a cluster, their ki" nearest
neighbors (NN) are at roughly the same distance

0 Noise points have the ki NN at farther distance

0 Heuristic:
O plot sorted distance of every point to its k" nearest neighbor
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F@Tan,Steinbach, Kumar

DBSCAN

* Complexidade Computacional:

= Na pratica, a rotulagdo dos clusters pode ser realizada
simultaneamente a rotulacdo dos objetos (passagem 1)

= Logo, o tempo é O(N x tempo p/ encontrar os objetos vizinhos)
= Em geral, isso significa O(N2)

=  Para bases de dados com poucas dimensdes é possivel obter
tempo O(N log N) usando estruturas de dados apropriadas

= Arvores kd — seminarios

= Em termos de memoria, s é preciso armazenar as
rotulagdes de cada objeto. Logo, tem-se O(N)
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DBSCAN

= Exercicio:

= Aplique o algoritmo DBSCAN na BD abaixo, com Eps =5 e
MinPts = 3 (que inclui o objeto em questdo), indicando os
rétulos de cada objeto (core, border ou noise) e os grupos

0

11 10 12 2 O
21 20 22 18 19 O

1
2
3
D=4/10 9 11 0
5
6
7114 13 15 6 4 25 0
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