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¯ lista de exerćıcios

1. Seja (an)n≥1 uma sequência de números reais tal que lim
n→∞

an = L1 e lim
n→∞

an = L2. Prove

que L1 = L2.

2. Seja (an)n≥1 uma sequência de números reais tal que lim
n→∞

an = L. Prove que

(a) (an)n≥1 é uma sequência limitada e

(b) toda subsequência (anj )j≥1 de (an)n≥1 converge para L.

3. Seja (an)n≥1 uma sequência de números reais tal que lim
n→∞

an = L. Prove que lim
n→∞

|an| =
|L|.
Vale a rećıproca deste resultado?

4. Suponha que (an)n≥1 é uma sequência de números reais tal que lim
n→∞

an = 0. Considere a

sequência (bn)n≥1 definida por bn = min(|a1|, . . . , |an|), n ≥ 1. Prove que lim
n→∞

bn = 0.

5. Para cada n, n ≥ 1, considere an ∈ [0, 1]. Se (bn)n≥1 e (cn)n≥1 são sequências de números
reais tais que lim

n→∞
bn = lim

n→∞
cn = b, prove que

(
anbn + (1− an)cn

)
n≥1 converge para b.

6. Sejam (an)n≥1 e (bn)n≥1 sequências de números reais tais e a, b ∈ R. Prove que

(a) se a 6= 0 e lim
n→∞

an
a

= 1, então lim
n→∞

an = a,

(b) se a 6= 0, lim
n→∞

an = a e lim
n→∞

anbn = b com an 6= 0, então lim
n→∞

bn =
b

a
e

(c) se b 6= 0, lim
n→∞

an = a e lim
n→∞

an
bn

= b com bn 6= 0, então lim
n→∞

bn =
a

b
.

7. Sejam (an)n≥1 e (bn)n≥1 sequências de números reais limitadas. Prove que

(a) lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn,

(b) lim sup(−an) = − lim inf an,

(c) lim inf(an + bn) ≥ lim inf an + lim inf bn,

(d) lim inf(−an) = − lim sup an,

(e) se c ≥ 0, então lim inf(can) = c lim inf an e lim sup(can) = c lim sup an e

(f) se an ≤ bn, para todo n ≥ 1, então lim inf an ≤ lim inf bn e lim sup an ≤ lim sup bn.

8. Seja (an)n≥1 uma sequência de números reais não negativos tal que lim
n→∞

an = a, a > 0.

Prove que lim
n→∞

√
an =

√
a.

Sugestão.
√
an −

√
a =

an − a
√
an +

√
a

, n ≥ 1.

9. Suponha que (an)n≥1 é uma sequência de números reais limitada. Prove que

(a) lim inf an ≤ lim sup an,

(b) se lim inf an = lim sup an, então existe lim
n→∞

an e lim
n→∞

an = lim inf an = lim sup an e

(c) se lim
n→∞

an existe, então lim inf an = lim sup an = lim
n→∞

an.


