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Problemas de inferéncia

Inferir significa fazer afirmacgdes sobre algo
desconhecido.

A inferéncia estatistica tem como objetivo fazer
afirmacoes sobre uma caracteristica de uma
populacao a partir do conhecimento de dados de
uma parte desta populacao (isto €, uma amostra de
n observacgoes).

A populacao € representada por uma distribuicao
de probabilidade com parametro(s) cujo(s) valor(es)
é (sao) desconhecido(s).

Fazemos inferéncias sobre o(s) parametro(s).




Problemas de inferéncia

Se 0 é um parametro da distribuicao de umav. a. X e
X,,...,X € uma amostra desta distribuigao, encontramos

trés problemas tipicos:

1. Estimacao pontual

Apresentar um valor para 0, que € uma funcao da
amostra X,,...,X_ (“calculo” de 0), chamada de

estimador de 0.

Espera-se que o estimador tenha boas propriedades: (i)
em media esteja proximo de 9, (ii) o estimador se
aproxima de 6 quando n aumenta, ...




Problemas de inferéncia

2. Estimacao intervalar

Apresentar um intervalo de possiveis valores para 6,
chamado de intervalo de confianca. Os limites do
intervalo sao fungdes da amostra X,,...,X (sao

aleataring)
6 2

Limite inferior = Limite superior =

L(Xq.0, X)) UXyq,.... %)

A probabilidade de que o intervalo contenha 0 deve
ser alta.

A amplitude do intervalo deve ser tao pequena
guanto possivel (intervalo mais preciso).




Problemas de inferéncia

3. Teste de hipoteses

Uma hipotese estatistica (H) € uma afirmacao sobre
o valor de 0. Pode ser verdadeira ou falsa.

Se 0 € a probabilidade de sucesso no modelo
binomial, H: 6 =%, H: 06 # %2 e H: 6 > 34 sao
exemplos de hipoteses.

Com base na amostra X,,...,X | formulamos uma
regra de decisao que permita concluir pela rejeicao
ou nao rejeicao (aceitacao) de H. A decisao pode
ser correta ou errada.




Estimacao Eontual — metodo de substituicao

(a). Distribuicdo binomial. X ~ B(n, p). Vimos que E(X) = np.

Um estimador para p : X== z X, = propor¢do amostral de sucessos.
n T

(b). Distribuicdo de Poisson. X ~ Po(u). Vimos que E(X) = p.
Um estimador para || : X.

(c). Distribuicao exponencial. X ~ Ex(A). Vimos que E(X) =1/ A.

: 1
Um estimador paral : = —.
X
(d). Distribuicdo normal. X ~ N(u, ?). Vimos que E(X) = p e Var(X) = a2,
Um estimador para [/ : X. Um estimador parag *: s° = le (X, - X)*.
n= 1w

(e). Distribuigdo log-normal. X ~ LN(Y, 6?) = Y =log(X) ~ N(u, 02?).

Um estimador para [ : Y. Umestimador parag *: s;

T
~NM
~

I
-

Obs. Existem outros métodos de estimacao.




Teste de hipoteses

Exemplo. Uma industria adquire de um certo fabricante pinos cuja
resisténcia média a ruptura é especificada em 60 unid. (valor nominal da
especificagcao). Em um determinado dia a industria recebeu um grande
lote de pinos e a equipe técnica da industria deseja verificar se o lote
atende as especificagoes.

H,: O lote atende as especificagoes (Hipotese nula).
H,: O lote nao atende as especificagdes (Hipotese alternativa).

A v. a. X (resisténcia a ruptura) é tal que X ~ N (U, 25). O problema
pode ser resolvido testando as hipoteses

Hy: L =60 (hipotese simples: um tnico valor)
eH,:u#60 (hipotese composta: mais de um valor)




Teste de hipoteses

Uma hipotese estatistica € uma afirmacao sobre o(s) parametro(s) da
distribuicao de probabilidade de uma caracteristica (v. a. X) da
populacao.

Um teste de uma hipotese estatistica € um procedimento ou regra de
decisdo que nos possibilita decidir por H, ou H, com base na amostra
) SRS &

Exemplo. A equipe técnica da industria decidiu retirar uma amostra aleatoria de
tamanho n = 16 do lote recebido. A resisténcia de cada pino foi medida e foi

calculada a resisténcia média x (estimador de |1 ), que sera utilizada para realizar
o teste (estatistica de teste). Podemos afirmar que

Obs. Se X,, X,, ..., X_ € uma amostra de uma distribuigao N(u, 0?),
entdo a media amostral tem distribuicao N(l, a2/n).

Para quais valores de ¥ a equipe técnica deve rejeitar Hy e portanto
rejeitar o lote?




Regido critica (R.,) ou regiao de rejeicdo é o conjunto de valores
assumidos pela estatistica de teste para os quais a hipotese nula é
rejeitada. Seu complementar € a regiao de aceitacao (R,).

Exemplo. Se o lote esta fora de especificagao, isto €, se H,: p # 60 for

verdadeira, espera-se que a meédia amostral seja inferior ou superior
a 60 unid.

A equipe técnica decidiu adotar a seguinte regra:
rejeitar Ho se x for maior do que 62,5 unid. ou menor do que 57,5 unid.

As duas regides sao

R = {)? > 62,5 ou X < 57,5} : regido de rejeicdo de H, e

R,={57,5¢ X < 62,5 : regido de aceitagao de H,,

a




- Fejeitar
Hejeitar Nao rejeitar H -u=il
H =60 B g1
- g =0l
|
57,5 =0 b2,

Procedimento (teste):

Se xU R, rejeita-se H;

Se xU R, ndoserejeita (aceita-se) H,.

x|
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Tipos de erros

Erro tipo I: rejeitar H, quando H, € verdadeira.

Erro tipo II: nao rejeitar (aceitar) H, quando H, é falsa.

Exemplo. As hipoteses sao
H,: O lote atende as especificagoes;

H,: O lote ndo atende as especificagoes.

Erro tipo I. rejeitar o lote sendo que ele esta de acordo com as
especificacoes.

Erro tipo Il: nao rejeitar (aceitar) o lote sendo que ele ndo esta de
acordo com as especificacoes.

Quadro resumo:

Situacao real e desconhecida
Decisao Ho verdadeira Ho falsa
Nao rejeitar Ho | Decisao correta Erro tipo |l
Rejeitar Ho Erro tipo | Decisao correta
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Nivel de significéncia e Eoder

P(Erro tipo I) = a (nivel de significancia).

o = P(Rejeitar H,; H, verdadeira).

P(ErrotipoIl) = f = P(Nao rejeitar H,; H, falsa)
= P(Naorejeitar H,; H, verdadeira).

1- B = P(Rejeitar H; H, ¢é falsa) : poder do teste.

Obs. Quanto maior o poder, melhor o teste.
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Exemplo. As hipoteses sao H,: =60 e H,: u # 60. Logo,
0 = P(X>6250u X< 575 H,: i = 60).
Se H, for verdadeira, entdo X ~ N(60,25/16).

Calculamos o nivel de significancia:
0 = P(X>625H,:=60)+P(X<575H,:1 = 60)

%X 60 625 60% EX 60 57,5-60%
\V25/16 \/25/1 V25/16  +/25/16

= P(Z > 2,00)+ P(Z < -2,00) = 0,02275+ 0,02275 = 0,0455.
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Calculo de a:

e 2=0,02275

57,5 =60

Regido critica | Regido de aceiiagio

62,5

Regiio critica

=
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Calculo de [3:
B = P(Naorejeitar H ; H, verdadeira) = P(57,5¢ X < 62,5;H, : i # 60).
Como exemplo de calculo de [3selecionamos Hy: € 63,5. Logo,

_ 25 —
X-Nas e B =P(57,5s X < 62,5 H, : 4 = 63,5).
Seb H , p=60 Sob I-{l =635
T g
£ X
£ s
/ .'"1
/ \ \
{ \ L
/ \ A
\ A
;" 3=0.21186 \iﬂ“
/ \&
Y] ST:Esh ; &6}1,5 a3 an g8

Regido de aceitacio
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Calculo de [3:
Efetuando o calculo obtemos

B =P(57,5< X< 62,5H,:u = 63,5

= P(X < 62,54 = 63,5 -P(X < 57,54 =63,5)
= P(Z< -0,80)- P(Z £ -4.,80)

= 0,2119- 0,0000

= 0,21109.

Logo, se pu = 63,5, o poder do teste e iguala 1 -0,2119 = 0,7881.
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Funcao poder

0l

80

I _
90 b0 ¢0
Japod oedun4
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Hipoteses bilateral e unilaterais

Se as hipoteses nula e alternativa sao

Hy:p =l

Hyotpy# [,
em que |, € uma constante conhecida (valor de teste), o teste é
chamado de bilateral.

Podemos ter também as hipoteses

Hy i = g,
H,:y < li,, unilateral a esquerda

ouH,:y = [i,;

H, it > [l y. unilateral a direita

Sugestao. Expressar H, em forma de igualdade.
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Exemplo

Um fabricante de um certo componente afirma que o tempo médio de
vida dos componentes produzidos € de 1000 horas. Engenheiros de
produto tém interesse em verificar se uma modificacdo do processo de
fabricacdo aumenta a duracido dos componentes.

Hipoteses:

H, : ¢ = 1000 horas;
H, : ¢ > 1000 horas,

sendo U o tempo médio de duragcdo dos componentes.

19




Procedimento basico de testes de hipoteses

O procedimento de teste de hipoteses relativo ao parametro 6 de uma
populacido € decomposto em quatro passos:

(i) Formulacao das hipoteses:
H,:0 =0,;
H :0<0,0ul >0,0uf 24,

(i) Identificacdo da estatistica de teste e caracterizacao da sua
distribuicao (por exemplo, método de substituicdo, lamina 6).

(iif) Escolha do nivel de significancia do teste (a = 5%, 1% e 0,5% séao
comuns) e obtencao da regiao critica.

(iv) Calculo da estatistica de teste e tomada de decisao (H, deve ser
rejeitada ou nao?).
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Teste de hipoteses para uma media populacional

Considere uma amostra aleatdria de tamanho n de uma populacao

normal com média | (desconhecida) e variancia ¢ (conhecida).
Iniciamos pelo teste unilateral a esquerda:

(1)
Hoopf = s
Hyopp < pry.

(i) A estatistica de teste & a média amostral X (estimador pontual de
u). Se a distribuicdo da populacao € normal ou se amostra € grande (n =
30, mesmo que a distribuicdo da populacdo nao seja normal) a

distribuicdo de X é N(,U,Uz/n) , aproximadamente. Se H, for
verdadeira, entao

_n(X- gy

0

VA

~ N(0,1).
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Teste de hipoteses para uma media populacional

(iii) Rejeitamos H, em favor de H; se a média amostral X &
‘pequena” em relacao | o. A regiao critica é obtida selecionando um k

tal que R, = { X <k}, sendo que P(X< k:H;:l = 1)) =1 . Ou seja, sob H,

PE)?_HO< k_HOE:PHZ< k'uoH:a

g /\n 0 /\n 01 0 /ni |

|

_ |

i %:zaﬂ k:,u0+za><0— |
n

K/Z i

i RC:H)?<uo+zaxU—H I

U nl |

Kk Ky

| |

Obs. z, <0. 3 u

N o0 o
(iv) Concluséo: se *UR.= HX< Hot 2, X ﬁH rejeita-se Hy ; caso contrario

nao se rejeita Ho.
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Exemplo

Um comprador de tijolos suspeita de uma diminuicao na resisténcia.
De experiéncias anteriores, sabe-se que a resisténcia meédia ao
desmoronamento de tais tijolos é igual a 200 kg, com um desvio
padrao de 10 kg. Uma amostra de 100 tijolos, escolhidos ao acaso,
forneceu uma meédia de 195 kg. A um nivel de significancia de 5%,
pode-se afirmar que a resisténcia média ao desmoronamento
diminuiu?
(1) As hipoteses de interesse sao

H,:py = 200kg;
H, :y < 200kg.
(i) A estatistica de teste & a média amostral X . J& que n = 100 > 30,
B 100
tem-se que sob Hy, X ~ NHZOO’—H, aproximadamente.
0 100 ]

(iii) A regiao critica pode ser obtida selecionando k de maneira que R,
={ X<k}, sendo que PX¢KkH,I:1,)=¢ =0,05. Ou seja, sob H,
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Exemplo

PE X200 k- 200 E Pz < k- 200H: 0 =0,050 k-200=-1,640 k=19836
10//100 ~ 10/~/100 ] 1 7
_I.-'flx‘*-_'_
£y
xf | H"'n
_ £ 0N
1 R ={X<19836] \
llI.- I -.III

I Y,

4
'y
o, = i 9
|
2 | Ty
._._'_'_." 1 T ——
t e

R c 198,36 200

(iv

N

Do enunciado a média amostral vale 195. Logo,
195U R, ={X < 198,36}. Rejeita-se Hy a um nivel de 5% de significancia.

Conclusao. De acordo com os dados coletados e adotando um nivel
de significancia de 5%, concluimos que resisténcia média ao
desmoronamento diminuiu.
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Método alternativo

Um método alternativo pratico: trabalhar diretamente na escala Z.

()Hy:p=py, contra H :pf < f,.

(ii) Estatistica de teste:

V(X -p1)

Z ~ N(0,]1), pelomenosaproximadamente.
g sob H 0

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a escolhido:

-

",

Rc:{Z< Za]' /

(iv) Se z! R:|Ziz | rejeita-
se Hy; caso contrario, ndo se o° 4

|
I
I
|\
!
rejeita Ho. Rz D

25




Exemplo

(1) Hy: ¢ = 200 contra H, : ¢ < 200.

- Jn(X - 200) . NOD.

g sob H

(ii) Estatistica de teste:

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a = 0,05:
f(z)

.
2T

R ={z<-1,64. /N

_ /100(195- 200) _

(iv) Calculamos - -

so R.. Rejeita-se Hy a um nivel de

significancia de 5%.
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Procedimento geral

Hipoteses: ,
(1)
Ho:p=p, Hy:pp=py Hyrpt =4y
I_I1:U<ﬂg H1:,U>Hg H o:p#

o o /

Vv

iy
A esquerda A direita Bilateral

(ii) Estatistica de teste:

(a) Variancia da populagao € conhecida:

PRRLICST I N(.]).

g sob H,,

(b) Variancia da populagcao € desconhecida (s € o desvio
padrao amostral):

(X -u,) | Distribuicdo t de Student com

T t(n-

A) sob H,,

n — 1 graus de liberdade (g.l.).
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Distribuicdoes normal e t de Student

10 9.l

I I I I I
0 €0 ¢0 10 00

(X))

Jagl

—
—
- —
- O
L~

1
o

1

o
i

I I I I I
0 €0 ¢0 10 00

(X))

100 g.l.

30 g.l.

I I I I I
v0 €0 20 10 00
(X))

I I I I I
v0 €0 20 10 00
(X))
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Procedimento geral

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a escolhido:

H,: u<u, H,: u>y, H,: uzu,

RP={z<-d R? ={z]> {

RT={T<-d RT = {[7]>
(iv)SeZl Rc ouTIO Rg, rejeita-se Hy; caso contrario, ndo se rejeita Hy.

Obs. Nas regides criticas com Z e T o valor de ¢ nao € o mesmo.
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Tabela da distribuigéo t de Student

A tabela (Tabua IIl) contém os valores de t_ (t.> 0) tais que
P(-t.<T< t)=1-p correspondentes a alguns valores de p e para

alguns graus de liberdade.
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Tabela da distribuicao t de Student

Exemplo. Se n = 12, sdo 11 graus de liberdade. Se tivermos H,: u # 1,
escolhendo a = 5%, temos p/2 = a/2, ou seja, p = 5%.

Consultando a tabua lll
encontramos t. = 2,201 e

R, ={|T| > 2,201}.

(O]
S 3
4 T
c 2
(D -
p=90% 80% .. 5% .. 010%
1
2
| 11 2,201
—t 0 t
T 120
Infinito 1,960
p=90% 80% .. 5% .. 0,10%

Obs. A medida que aumentam os graus de liberdade, a distribuico t
se aproxima da normal (neste exemplo, t. —» 1,960 =z ).
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Tabela da distribuicao t de Student

Exemplo. Se n = 28, sdo 27 graus de liberdade. Se tivermos H,: u < 1,

escolhendo a = 1%, temos p/2 = a, ou seja, p =2 a = 2%.

Consultando a tabua |l
encontramos t. = 2,473 e

R, = {T <-2,473)}.

s 3
2 o
o 3
O =
p=90% 80% .. 2% . 0,10%
1
2
27 2,473
120
Infinito 2,326
—lt CIJ p=90% 80% .. 2% . 0,10%

T

Obs. Neste exemplo, se tivéssemos H,: i > u,, a regiao critica seria
R.={T>2,473}.

32




Exemplo

Dados historicos coletados em uma linha de producao de um certo item
indicam 115 kg como massa média. A fim de testar a hipétese de que a
media de itens recentemente produzidos se manteve, retirou-se, ao
acaso, uma amostra de 20 itens, obtendo-se média igual a 118 kg e
desvio padrao 20 kg. Utilize a = 0,05.

(1) As hipoteses de interesse sao
H,:y =115kg;
H,:p #115kg.

Aproximamos a distribuicdo da média dos 20 itens por uma distribuicao
normal com media U e variancia o2/ n.

(ii) Estatistica de teste:

- Jn(X - 115) D)

S sob H,
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Exemplo

(iii) Regiao critica para um nivel de significanciaa =0,05ecomn—-1=
19 g.l.:

R, = {|T]> 2,093].

'25093

(iv) Calculamos 7- ‘@“;i' 119 0671 .. N&O se rejeita Hy a um nivel de

de significancia de 5%. A diferenca nao é significativa.

Conclusao. De acordo com os dados coletados, a um nivel de
significancia de 5% concluimos que a massa média dos itens produzidos
se manteve.
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Teste de hipoteses para uma proporcao populacional

O procedimento para testes de hipoteses sobre a  proporcao
populacional (p) semelhante ao utilizado para testes sobre uma meédia
populacional.

Problema. Testar a hipotese que a proporcao de sucessos de um
ensaio de Bernoulli é igual a um valor especificado p,. Isto é, testar um

dos seguintes pares de hipoteses:

(1)

Hy:p=p, Hy:p=p, Ho:p= p,
Hip<py Hi:p>py H:p# p

o o

Aesquerda  Adireita  Bilateral
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Teste de hipoteses para uma proporcao populacional

(ii) Estatistica de teste:

7 = n(p- p o) ~ N(0,]), aproximadamente,
Jpo(= ) sov
sendo que
— N’ d Xi
p-= UINETO GC SULESROS - = .estimador pontual de p.
n n

é a proporgao amostral de sucessos e X.= 1, se o resultado for
sucesso; X.= 0, se o resultado for insucesso.
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Exemplo

Um estudo € realizado para determinar a presengca de pequenas
anomalias em chapas metalicas de uma certa dimensdo. Segundo o
fabricante, a proporcdo de chapas com anomalias € inferior a 25%. Foram
inspecionadas 50 chapas escolhidas ao acaso e sete delas apresentaram
algum tipo de anomalia. Estes dados justificam a afirmacao do fabricante?
Adote um nivel de significancia igual a 0,05.

(1) HipoOteses :
H,: p=0,25;
H, : p<0,25.

(ii) Estatistica de teste:

_ \/%(P' 0,25) ~ N(0,1), aproximadamente.

/=
J0,25(1- 0,25) wob 11,
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Exemplo

(iii) Regiao critica para um nivel de significancia a = 0,05:

. - 7 J50(0,14- 0,25)
-_ To— 0914 z: :
(iv) Temos n = 50. Calculamos » ” e J025 (- 0.25)

- 1,796 R,
Rejeita-se Hy ao nivel de 5% de significancia.

Conclusao. Adotando um nivel de significancia de 5% concluimos a

partir dos dados que a proporcao de chapas produzidas com anomalias
é inferior a 25%.
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