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Métodos de Solucao: Branch-and-Bound

* O método Branch-and-Bound (B&B) baseia-se na idéia de desenvolver uma

enumeracao inteligentdas solucbes candidatas a solucdo oOtima inteira de um
problema.

» Apenas uma fracao das solucdes factiveis é realragateinada.

* O termobranch refere-se ao fato de que o metodo efetua particOespaco das
solucdes e o termaound ressalta que a prova da otimalidade da solucaaassk de
limites calculados ao longo da enumeracéao.



iﬂétodos de Solucao: Branch-and-Bound

Exemplo

max 21x, +11x,
sa. % +4x, <13
X, X, 20
X,, X, INteIros




Métodos de Solucao: Branch-and-Bound

* O exemplo anterior € um problema de programacaarliméeira, pois as variaveis
devem ser inteiras.

* Na Figura (a) tém-se os pontos que representamlagdes factiveis do problema
(todos ogpontos inteirogjuesatisfazem as restricdes

* O problema de programacao linear (PPL) obtidalesconsiderarmos as restricoes
de integralidadalas variaveis inteiras € conhecido comeelaxacao lineado PPI
(ver Figura (b)).

» Existem outros tipos de relaxacao, como por exemgRelaxacao Lagrangiana
relaxa-se algumas restricOes, consideradas complicadeerporando uma
penalidade na funcao objetivo;



Métodos de Solucao: Branch-and-Bound

max 21x, +11x,
PPl |sa. 7x +4x,<13| 4 PPL
X, X, 20 Oimo=39 (X1=1.897)
X, X, INtEIros

o o & > x2 J — o
\A " Gimo = 33 (x2=3, x1=0)

@ (b)



etodos de Solucao: Branch-and-Bound

« Como podemos observar a solucao do PBé&ngpre maior ou igual
solucéo do PPI, pois o problema relaxado é compopstotodas as
solucdes inteiras e também as solucdes reais daepra, logo é
formado por um conjunto de solucdes factivemss abrangente

« Assim temos que, para um problema de maximizagao= Zpp, OU
seja, asolucdo 6tima da relaxacéinear de um problema inteir@gs, )
é sempre maior ou igualsalucdo 6tima do problema intei{@pp, ).



Métodos de Solucao: Branch-and-Bound

Otimo = 39




etodos de Solucao: Branch-and-Bound

 Principio basico: se a solucdo do PPL relaxado corresponde a uma
solucdo do PPI, pois possui todas as variaveisrasteentao esta
solucéao € a solucéao 6tima do PPI.

Prova:E facil provar tal principio, pois sabemos qgg = Zpp para
um problema de &ximo, 10g0Zpp, = Zpp , OU S€jaZpe, € maior ou
igual a uma solucao qualquer do PRL( ).

Suponha qu&pe.  Seja inteira, logo temos Qig, = Z,n7 = Zpp, ,
portanto o valor @ximo para o PPI sera exatamente igugl a



etodos de Solucao: Branch-and-Bound

o [déia Geral: relaxar o problema de programacao inteira e diadir
problema relaxado em varios problemas até encomsmarcoes
Inteiras ou nao factiveis, o 6timo € a melhor saus@contrada.

O algoritmoB& B € baseado na idéia de “dividir para conquistar”, ou
seja, trabalhamos em problemas menores e mais f@eeesolver
em busca da solucao 6tima.



Métodos de Solucao: Branch-and-Bound

* A divisdo do problema é interrompida quando uma daxlicbes a seguir &
satisfeita. Essas condicOes sao chamadas de testesldgesnorou Poda do no6 (TS).

(TS1 ou poda por infactibilidade) O problema retixa infactivel.
(TS2 ou poda por otimalidade) A solucéao 6tima dibf@ma relaxado € inteira .

(TS3 ou poda por gqualidade) O valor de qualquencsal factivel do problema
relaxado é pior que o valor da melhor solucéo fatttual (solucao incumbente).

 Quando uma dessas trés condicOes ocorre, o subpeolplede ser descartado

(sondado ou podado), pois todas as suas solucoes fm@stén implicitamente
enumeradas.



i Exemplo: Branch-and-Bound

max 21x, +11x,
sa. % +4x,<13

X, X, 20
R X, X, inteiros
—e ® ® ’\o’\ >
\ “Otimo = 33




xemplo: Branch-and-Bound

* Resolvendo o problema relaxado tem-se que: Z=39
Ly ~ Q X,=1.86
e Valor 6timo da solucao: 39 %,=0

* Valores das variaveig=1.86e x,=0

* Logo o valor de, ndo é inteiro, entéo dividimos o problema em dois
subproblemas:

e um onde consideramos o valorxde 2, que vamos chamar de subproblema
A

e outro consideramas < 1, chamado de subproblerBa



Exemplo: Branch-and-Bound

Suproblema A Subproblema B

max 21x, +11x, max 21x, +11x,
sa. X +4x,<13 | sa 7x +4x,<13

X, =2 X, <1
X, %, 20 X, % 20
A
A
T Infactivel T

Otimo = 37.5




Exemplo: Branch-and-Bound

* Nao encontramos solucéao factivel ao resolver o prubl&, entdo aplicando®@
criterio para podaodemos elimina-l1o(TS 1) O problema relaxado € infactivel)

e Resolvendo o subproblema B temos Z = 31.51 ex, =1.5

» Agorax, ndo é inteiro, logo particionamos o problema em dorssiderando o
subproblem& com a variavek, < 1 e o subproblemB comx, > 2.

Z=39

X,=1.86
Q X;=0

5 @ Z=37.5
%= X=1 @ X, <1

TS1 X=1.5




xemplo: Branch-and-Bound

Suproblema C

Subproblema D

max 21x, +11x,
sa. X +4X,<13

max 21x, +11x,
sa. X +4x,<13

X <1 X <1
X, <1 X, =2
X, X, 20 N X, X, 20
A VU
Otimo = 32 \ .
Otimo = 3
‘\‘ ‘\\ /tlmo 7
l c N l
| ® ’ o >
N
<« —




Exemplo: Branch-and-Bound

(TS2 - otimalidade) A solucao 6tima do problemaxati € inteira.

/=39
X,=1.86
X,=0

Z=32 Z=37
X=1  x=0.71
TS2 %=1 %=2

X,=2




Exemplo: Branch-and-Bound

A solucdo do subproblema C é igual a 32,1xe %=1, as duas
variaveis sao inteiras, logo considerando o testsotdagemI(S2)
este problema pode ser sondado por otimalidade.

» Resolvendo o subproblema D temos Z =X3%0.71e x=2

* note que a variavel, novamente n&o é inteira, entao
particionamos o subproblema gerando dois novos sblgmas
COMO mostramos a seguir



Exemplo: Branch-and-Bound
i SuprobtemaE Subproblema F

max 21x, +11x, max 21x; +11x,
sa. /X +4x,<13 | sa. /X +4x,<13

X <1 X <1
X, =2 X, =2
X <0 X 21
xl,x22% X, %, 20
L e
A £ Infactivel
l [ N ; !
® ® o\o >
l RN

- |, Otimo=35,75



Exemplo: Branch-and-Bound

Z=39

X,=1.86
Q X;=0
5 @ Z=37.5
X2 X1:1 @ X1$1

TS1 )(2:7
o 7=32 7=37
%= x,=1  x=0.71 X,>2
TS2 %=1 )(27
- @ 7=35.75
%= X1=0 X121

x,=3.25 —




Exemplo: Branch-and-Bound

* O problema F ¢ infactivel, logo podemos uséat e elimina-lo

O subproblema E tem solucédo igual a 35.75€ ex,=3.25

Suproblema G Subproblema H

max 21x +11x, max 21x, +11x,
sa. X +4X,<13 | sa. 7x +4x,<13

X, <1 X, <1
X, 22 X, =2
X <0 X, <0
X, <3 X, =24

X, %, 20 X, %, 20




Exemplo: Branch-and-Bound

Z=39

X,=1.86
Q %;=0

@ Z=37.5
X222 x,=1
TS1

X,=1.5

“ z 32 Z=37
= =1 %=0.71 X,22
TS2 X2 /
35 75
X,<0
x2 3 25 X1
TS1
solucao 6tima

X,<3 Z=33 >

- — 2=

Ts2 %a=2 —

X,=3 TS1



Exemplo: Branch-and-Bound

* Resolvendo o subproblema G obtemos Z =x33) ex,=3 , logo a solugéo é
inteira, portanto aplicando52 este problema pode ser sondado.

» O subproblema H n&o tem solucéo factivel e tambzahe per sondado pdS1.

 Temos que nenhum no6 pode ser ramificado, logo, haneblucéao inteira
encontrada é dada pelo problema G e € a solugaa db problema.

* Na resolucao do Exemplo atravées do métB&l® podemos observar que muitas
solucdeshao precisaram ser avaliadas explicitamdsso fica mais claro quando se
resolve problemas maiores.



Selecao de nds na arvore Branch-and-Bound (livro
Pesquisa Operacional — pagina 249-251)

= Considere uma lista de nos ativos de uma arvore. Como
escolher o proximo no a ser examinado?

Existem duas regras alternativas:

m e Regras a priori (determinam previamente a ordem de
escolha dos nos)
m e Regras adaptativas (determinam o no a partir de

informacao dos nods ativos).



Selecao de nds na arvore Branch-and-Bound (livro
Pesquisa Operacional — pagina 249-251)

= A regra a priori mais utilizada: busca em profundidade com
backtracking (last-in, first-out — o ultimo nd incluido na lista é o
primeiro a ser examinado).

= Na busca em profundidade, se o no corrente nao € eliminado, o
proximo no a ser examinado € um de seus filhos.

= Backtracking - quando um no € eliminado, retorna-se ao longo
do caminho em direcao ao nod raiz até encontrar o primeiro no
que tem filho a ser examinado.



Selecao de nds na arvore Branch-and-Bound (livro
Pesquisa Operacional — pagina 249-251)

A busca em profundidade tem duas vantagens:

1. a experiéncia mostra que € mais provavel encontrar
solugOes factiveis em niveis mais profundo em relagao a raiz

2. a reotimizacao do no filho, dada a solucao 6tima do no pai,
pode ser feita utilizando um algoritmo chamado dual simplex. O
tamanho Maximo dos nds ativos nao € muito grande.

Desvantagem: nao usa informacao, tende a gerar uma arvore
com muitos nos.



Selecao de nds na arvore Branch-and-Bound (livro
Pesquisa Operacional — pagina 249-251)

= Regra adaptativa: escolher o né6 que tem o maior limitante
superior (maximizacao).

= Vantagem: produz uma arvore com um numero menor de nds
(em relacao a busca em profundidade) porém guarda muitos
nos ativos o que pode inviabilizar a solucao de um problema
pelo limite de memoria computacional.



Selecao de nds na arvore Branch-and-Bound —Problema
da Mochila

o 769.3
x,=0 x=1
o 766.6 o 766 .4 |
x9=0 Xo=1 xg=0 xg=1 {
762’2 o e , @ 756.4 @ 7663
;5—=0 e x; 1-_ _xg_=0 oy x;;-l w? x7=0 x7=1
o 754 o 742,1 o 751 e 757.9 0 7493 @ 766.2
o i3 = x7=1 x6=0 xs=1
o 741,3 @ 757,7 @ 75022 @ 764,
xe=0 6=l
7429 7543 7506 22
x3=0 x3=1 l
@ 745,1 Q
Q 1



Selecao de nés na arvore Branch-and-Bound —Problema d/ochila
EVOLUCAO DA BUSCA PELO MAIOR LIMITE SUPERIOR PARA O PROBLEMA DA
MOCHILA ( Podas -> O-Qualidade, O-Otimalidade e | —Infactibilidade).

Solugao 6tima x1=x2=x3=1, x4=x5=0, x6=x7=x8=1, x9=x10=0,
Valor z=763



Selecao de nos na arvore Branch-and-Bound —Problema dvlochila
EVOLUCAO DA BUSCA EM PROFUNDIDADE PARA O
PROBLEMA DA MOCHILA .




Exercicio .

= Encontre a solucao otima para o problema de
programacao inteira abaixo. Especifique qual o motivo de
cada poda dos nds. A primeira relaxacao linear deve ser
resolvida utilizando o algoritmo simplex (algoritmo). O
primeiro filho que sera acrescentado com xi<= devera

ser resolvido pelo simplex tabelas.
Max Z =X +2X,
Sujeito a:
2% +2%, <6
X, +2%, <5

4% +2x, <8
X0, %0 e inteiras.



