Pesquisa Operacional /

Programacao Matematica

Otimizacao discreta

Modelagem com variaveis binarias:
problemas classicos
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Breve Comentarios (aula anterior)

m Em geral, ndo faz sentido resolver a relaxacéao linear e arredondar a
solucao otima obtida. A solucédo arredondada pode nem sequer ser
factivel ou pode estar muito afastada da solucao otima.

m Ha circunstancias praticas em que o arredondamento pode fazer
sentido, tendo-se a consciéncia de que esta obtendo uma solucéo
gue pode nao ser oOtima (por exemplo, na pratica sera muito
diferente x=1999.5 ou x=20007?).

m Um problema Pl (programacdo linear) € muito mais dificil de
resolver do que o PL (perdeu-se a convexidade do conjunto de
solucfes factiveis...).

m Para PL sao conhecidas condicdes necessarias e suficientes de
otimalidade.

m Para Pl ndo sao conhecidas condicOes necessarias nem suficientes
de otimalidade: dada uma solucao factivel, a uUnica forma de
determinar se ela é oOtima ou ndo € demonstrar que nao existe
nenhuma solucéo factivel com melhor valor.



=
Problemas classicos

m Importancia historica...
.. e pratica.

m Usados para modelar problemas reais e
como subproblemas em problemas
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Problema da mochila (Knapsack problem)

m |déia basica:
diversos itens, cada um com um valor de
utilidade e um peso. Queremos levar a

maior soma de utilidades possivel (nao

podemos ultrapassar a capacidade da
mochila)




EX. (problema do ladrao)

Item  |Size |Value |
1 -ring 1 15

2 - candelabra 5 10

3 - radio 3 9

4 - elvis 4 5

capacidade: 8

Outras aplicacoes (!):
- Investimentos, producao, logistica, etc. etc.
etc...

retirado de: http://webspace.ship.edu/thbrig/DynamicProgramming/Knapsack%20Program/index.html|
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Problema da mochila (Knapsack problem)

m variaveis de decisao xj que significam o numero de itens do tipo j a
incluir na mochila. Cada item esta associado a um lucro pj e um
peso aj.

m Casol: xj representa a quantidade de objetos do tipo | selecionado

e pode assumir um valor fracionario. O problema pode ser formulado
como:

n
max ¥, pix
HPI 7
sujelioa:
n
Faxi<h
jo il |
x;20,/=1,..,n
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Exemplo — Mochila - PL

Exemplo 3.7 Considere um capital para investimento p =100, n =8 projetos, e os seguintes
vetores de parametros:

P=[p;l=[41 33 14 25 32 32 9 19]
a=[a;]=[47 40 17 27 34 23 5 44]

Sol 6tima ?

Considere um vetor que faca a razao de Pj/aj

Razdo: 2 =[0.87,0.83,0.82,0.920.94,1.39,1.5,0.43]

Ordene os itens em ordem decrescente de razéo, teremos 0 vetor ordenado:
p=116,5.4,1.,23.4]

. .~ ~ . =16.67
como temos uma so restrigao, a solucao sera o

as demais variaveis sao nulas e o valor da funcéo objetivo 150.
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Problema da mochila (variacoes)

m Caso 2: x| _representa a guantidade de objetos do tipo |
selecionado e nao pode assumir um valor fracionario

m mochila inteira:

multiplas unidades de um mesmo item podem
ser colocadas na mochila.

n
max z PiX;
j=1

M
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Exemplo — Mochila - Inteira

Exemplo 3.7 Considere um capital para investimento p =100, n =8 projetos, e os seguintes
vetores de parametros:

P=[p;l=[41 33 14 25 32 32 9 19]

a=[a;|=[47 40 17 27 34 23 5 44]

Solucao nao trivial.

Considere um vetor que faca a razao de Pj/ey
Razdo: P =[0.87,0.83,0.82,0.92,0.94,1.39,1.5,0.43]

Ordene os itens em ordem decrescente de razdo, teremos o vetor ordenado:

p=11.6541231]

Considerando a mesma estratégia e arredondando temos»y =16

as demais variaveis sao nulas e o valor da funcao objetivo 144. Nao é a solucédo 6tima.

@ =9 X%=2 ., valorda solucio é 145 (Resolva o exemplo NO €Xcel.
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Problema da mochila (variacoes)

m Caso 3: xj pode assumir um valor fracionario mas
podemos levar no maximo uma unidade do objeto.

mnsz
Llj!

Sujelfoa:
2‘. a;x;<b
=) 7~
Oﬁxjﬁl J=1_.n

Solucao trivial.... Por que?
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Exemplo — Mochila

Exemglo 73.77 f;]{'{l]ih;i(ilit‘l;(z‘ um {;'il}i)iir'fl]i 7})7&171‘517i171\'t§*5rimenm b =100, n=8 projetos, e 0s seguintes
vetores de parametros:

P=[p;l=[41 33 14 25 32 32 9 19]
a=[a;]=[47 40 17 27 34 23 5 44]

Considere um vetor que faca a razao de Pj/"j
Razin p=[0.87,0.83,0.82,0.92,0.94,1.39.1.5,043]

Ordene os itens em ordem decrescente de razao, teremos o vetor ordenado:

p=[1,6,5,4,1,2,3,8] [ k-1 )
b— 3 a;
— : =1
Faca ¥y=1 enquanto couber na mochila e *gk= —=_
No exemplo: i
X7 =1 e sobra um espaco na mochila de 94. \ /

Xg =1 e sobrou espaco de 71 na mochila
X5 =1 e sobrou espago de 37 na mochila

X4 =1 e sobrou espaco de 10 na mochila
X1 = 0.21
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Formulacao

Caso 4: podemos selecionar no maximo uma unidade
de cada objeto.

Variavels: |

J

{l se 0 projeto J € selecionado

(0 caso contrario

il
max z D;X;
j=1

Il

1.y <
Zﬂfﬁj_b
j=1

xe B"

Solucao néao trivial
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Mochila — 0-1

Exemplo 3.7 Considere um capital para investimento p =100, n =8 projetos, e os seguintes

vetores de parametros:

P=[p;l=1[41 33 14 25 32 32 9 19]
a=[a;]=[47 40 17 27 34 23 5 44]

Sol 6tima ?

A solugao 6tima € dada por x, = x, = x, = x, = 1, com valor 99. Esta solugao utiliza 40 + 27
+ 23 + 5 = 95 unidades do capital. m



Problema da mochila (variacoes)

m multiplas mochilas:

cada item pode entrar em uma de varias
mochilas (caminhoes, contéineres)...

Cada item j tem uma lucratividade p. e um peso w,

variaveis:

0 caso contrario

{l se 0 item j € colocado na mochila i
j

m n

max Z Z DX

i=l j=I
n
j=1

m

Do <L j=1 ...
i=1

XeE B;‘HH

-

1
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Variacao das multiplas mochilas

m Multiplos processadores paralelos:
0 peso (tempo de processamento) de

cada item pode depender da mochila
(processador) ao qual ele for alocado.
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bin packing

m Encontrar o menor numero de mochilas tal
gue todos 0s itens sejam empacotados.

] sea mochilai é usada min Z.‘*’;
Vi = .. i=1
0 caso contrdrio
n
Z-rg- =1 j=1 n
i=1
| seoitem] € colocado na mochila 1
= 0 caso contrdrio .
CAS0 CONTAL Zw x; <bvy,, i=1 ...n
Ji
j=1

xe B".yeB"

as capacidades das mochilas sao respeitadas
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Problemas de designacao

)

m Ja visto anteriormente. Alocar n tarefas a
n agentes de modo a minimizar o custo
total de designacao;

A execucao da tarefa j pelo agente 7 tem um custo ¢,

n n
{l se a tarefa j é designada ao agente i min » Y

X.. = i—1 }.21

Y10 caso contririo

M
Z""ij =1, j=L ..n
i=1

il

Y=L i=l ..n
j=1

xc B™
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Problemas de designhacao generalizada

B M agentes, n tarefas

m cada tarefa deve ser realizada por um
unico agente.

m cada agente pode realizar mais de uma
tarefa.

m cada agente | gasta a” de um dado
recurso (tempo, e.g.) para executar a

tarefa |.

m cada agente dispoOe de b; unidades do
recurso.
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Problemas de designhacao generalizada

| se atarefaj e designada ao agente /

X.. =
/ {0 €aso contrario
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Exemplo 3.8 Considere m =3 agentes, n =8 tarelas e os seguintes parametros:

(15 61 3 94 86 68 69 5l
C=[c]=|21 28 76 48 54 8 39 72
(21 21 46 43 21 3 84 44

31 69 14 87 51 65 35 54
A=la]=1[23 20 71 8 91 57 30 74
20 55 39 60 83 67 35 32

b=[h]=[100 100 100]

A\ 50]11({::10 imina é flacla porx, =x,=x,6= l‘;:,vc’?1 = Xgy = Xgg = l:x,, =x,, = 1. 1810 €, as
tarefas 3, 5 e 7 sdo designadas ao agente 1, as tarefas 1, 2 e 6 sdo designadas ao agente 2, e as ta-
refas 4 e 8 sao designadas ao agente 3. O valor da solucio otima € 379. Note que somente o agente
3 tem folga de recurso de 8 unidades. Se a capacidade dos agentes 1 ou 2 € reduzida para 99,

entao o exemplo nao tem solucao factivel. |



- Wocalizagéo de Facilidades.

m Sao dadas n potenciais localizacoes para a instalacao de
facilidades e m clientes que devem ser atendidos por estas
facilidades. O custo fixo de instalar uma facilidade no local j é igual
a c;. Existe ainda um custo f; para atender um cliente i a partir da
facilidade j. Cada cliente deve ser alocada a uma unica facilidade.
Determinar os locais onde devem ser instaladas as facilidades de
modo a minimizar o custo total. Observe que um cliente sé pode ser
alocado a uma facilidade se ela tiver sido instalada. Ou seja,
teremos as restricdes: 1) o cliente so pode ser atendido por uma
facilidade e sera atendido pela facilidade | somente se ela estiver
instalada.



" Prepremade Localizacdo de Facilidades.

1 se a facilidade for instalada no local j.
Yi= 0, caso contriirio.

_1'1 ac o cliente i for atendido pela facilidade j.
= 0, caso contriério.

n m n
Minimizar Z= ), CiYi+ > > FiiXii

~>)r) == )

J=1 1=1j=1
Sujeito a:

i Xij =1 V,iem

j=1

Xij <Y V,iem,jen

Xij {0,1}, Yj e{0,}Viem, jen



" REpiemadenrocalizacao de Facilidades

capacitado.

m Sao dadas n potenciais localizacoes para a instalacao de
facilidades e m clientes que devem ser atendidos por estas
facilidades. O custo fixo de instalar uma facilidade no local j é igual
a c;. Existe ainda um custo f; para atender um cliente i a partir da
facilidade j. Cada cliente tem uma demanda d; e deve ser alocada a
uma unica facilidade. Cada facilidade tem uma capacidade
conhecida e]. Determinar os locais onde devem ser instaladas as
facilidades de modo a minimizar o custo total. Observe que um
cliente s6 pode ser alocado a uma facilidade se ela tiver sido
instalada. Ou seja, teremos as restricdes: 1) o cliente s6 pode ser
atendido por uma facilidade e sera atendido pela facilidade |
somente se ela estiver instalada.



" Prepremade Localizacdo de Facilidades.

1 se a facilidade for instalada no local j.
'yy==1ﬂgllliillﬂliﬁkh

_1'1 ac o cliente i for atendido pela facilidade j.
= 0, caso contriério.

n m n
Minimizar Z= Y CiYi+ X > GCiiXi
~ ")) = = P
j=1 1=1j=1
Sujeito a:
n -
> Xij =1 V,lem
j=1
Xij <Y V,iem,jen
m -
Eldixijsejyj Vv, Jen

Xij {0,1}, Yj €{0,1}Viem, jen



Problemas de cobertura/particao/empacotamento

m Selecionar subconjuntos de um conjunto
Inicial de forma a cobrir, particionar ou
empacotar o conjunto Inicial.

S ={1,2,3.4.5)

@
©,

®
® ®
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Problemas de cobertura/particao/empacotamento

@
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Cobertura Empacotamento Partigao
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localizacao de facilidades de emergéncia
(corpo de bombeiros, ambulancias)

lirarAan:
ncagav.

« @
@ O
w(® @

X consegue atender em 10 minutos (tempo maximo desejado) os bairros 1 e 2;
X: (1,2)
y: (2,4,5)

ZV-:(&?’?;) cobertura, empacotamento ou particionamento °



m Exemplo:

X y W Z
S1 =112}, 5, = {1.3,5). 53 = (24,5}, 5, = {3}, S = {1}, S¢ = (4.5)

facilidade de atendimento j com custo de nstalacio €

6
I se a facilidade j € selecionada min Z"-}x;
J _le

0 caso contrario.

X; + X, + Xs =1 (bairro 1)
X, + X =1 (bairro 2)
Xy + Xy =1 (bairro 3)

X3 +x, 21 (bairro 4)
Xy 25 +x, 21 (bairro 5)

(4]
Xxe B



minc X max ¢ X

Ax >1 Ax<1

xe B", xe B”
Cobertura Empacotamento

@ /O

©)©

Cobertura Empacotamento

minc'x
Ax=1
xe B"

Particionamento

Parti¢do
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O Problema do Caixelro viajante

m Formulacao de Dantzig —Fulkerson-Johnson

m O objetivo do modelo é determinar o ciclo hamiltoniano de custo (distancia) minimo.
A formulacéao foi feita sobre um grafo G=(N,A) da seguinte forma:

m Definindo:

2y = {l,le a aresta (i) for visitada

|0, caso contrério.
N N

Minimizar Z= ), >, Cij Xij
i=1j=1

ZXij=1 vV, jeN
i=1
N
ZXij=1 V.ieN

J=1

Modela o Problema?



O Problema do Cai

Xelro viajante
_ [Lsca axesta (i) for visitada
o= 0, caso contréino.
N N
Minimizar Z= ) >, Cij Xij @ o ®"‘*'@1) @ ® @h“*‘@:j
i=1i=1 N/ \ \ '. \ ' '!
J \ . \ 1
el \ T )
qu—l vV, jeN @ /E)\ o _/O\;;
1=1 I'I,I / @ I'Ill X @ !
., W
\/ a.
j=1
T xE[S-LVSCN e sl B Sy
i, jeS I '
6{0,1} Vi, j eN

): (b) Restriea

poes associadas

S é um sub-grafo de G e |S| € o numero de vértices desse sub-grafo
Assumimos gue nao temos a variavel xii
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Exercicios

m 1) Um aventureiro planeja fazer uma viagem acampando. Ha cinco
itens que o aventureiro deseja levar consigo, mas estes juntos,
excedem o limite de 40 kg gque ele supde ser capaz de carregar.
Para ajudar o processo de selecao, ele atribui valores, por ordem de
crescente importancia, a cada um dos itens segundo a tabela. Que
itens devem ser colocados na mochila de forma a maximizar o valor
total sem exceder as restricoes de peso?

item |1 2 |3 4 |5
Peso |30 13 |25 15 |7
(kg)
valor [100 |60 [70 |15 |15




Um hospital deseja planejar os horarios das enfermeiras de seu turno da noite. A
demanda por enfermeiras no turno da noite no dia j=1,...,7 da semana € um ndmero
inteiro dj. Cada enfermeira trabalha cinco dias consecutivos e descansa nos dois
dias seguintes. O objetivo consiste em minimizar o niumero de enfermeiras
contratadas.

Variaveis de decisao (defina como):

Xj: numero de enfermeiras que comecam seu horario no dia j=1,...,7



Pretende-se instalar um niumero minimo de postos de salde para servir 6 povoados.
Quantos, e em quais povoados deverao ser instalados os postos, de forma a que
cada povoado nao figue a mais do que 15Km de um posto? A Tabela a seqguir
fornece as distancias (em km) dos povoados aos possiveis locais de instalacdo dos

postos de saude.

P1 P2 P3 P4 P5 P6
P1 0 1020 30 30 20
P2100 25 35 20 10
P320250 15 30 20
P4303515 0 15 25
P5302030 15 0 14
P6201020 2514 O

Apresente um modelo matematico de modo a minimizar o problema acima e discuta
um procedimento heuristico para obtencdo de uma solucao factivel para o problema
e apresente a solucdo obtida. Como vocé faria para comparar a qualidade da
solucao heuristica (deve ser respondida com base nos conteudos dados em sala).
Vocé modelou este problema baseado em qual problema classico?



