
ICMC – USP
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1. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias
iid∼ Weibull(θ, 1), θ > 0, com função den-

sidade de probabilidade f(x; θ) = θxθ−1 exp(−xθ)I(0,∞)(x).
(a) Discuta a estimação de θ pelo método de máxima verossimilhança.
(b) Apresente, justificando, a distribuição assintótica do estimador de máxima verossimi-
lhança de θ.

2. (X1, Y1)
>, . . . , (Xn, Yn)> é uma amostra aleatória de uma população normal2(µ,Σ) com

µ =
(
E(X1),E(Y1)

)>
= (0, 0)> e matriz de covariâncias Σ =

[
1 ρ
ρ 1

]
. Um estimador para

ρ é dado por un =
∑n

i=1XiYi/n, para n ≥ 1.
(a) Verifique a consistência (forte e fraca) da sequência (un)n≥1.
(b) Compare un com o estimador obtido no exerćıcio 1(b) da 7a

¯ lista de exerćıcios.

3. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias
iid∼ normal(θ, 1), θ ∈ R.

(a) Prove que a informação de Fisher de θ é dada por I(θ) = 1.
(b) A fim de estimar θ, propõe-se o estimador

θ̃n =

{
Xn, se |Xn| ≥ n−1/4,
aXn, se |Xn| < n−1/4,

em que Xn denota a média amostral e a ∈ R.
Prove que a distribuição limite de n1/2(θ̃n − θ), quando n→∞, é normal(0, 1), se θ 6= 0, e
é normal(0, a2), se θ = 0.
(c) Compare o estimador θ̃n com o estimador de máxima verossilhança de θ em termos de
eficiência relativa assintótica.

4. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias
iid∼ normal(θ, 1), θ ∈ R. A fim de estimar

θ, propõe-se o estimador

θ̃n =

{
Xn, com probabilidade 1− 1/n,

n2, com probabilidade 1/n,

em que Xn denota a média amostral e a aleatorização, independente de Xn, é efetuada
utilizando uma moeda com probabilidades 1− 1/n e 1/n.
(a) Calcule E(θ̃n − θ) e determine seu limite quando n→∞.
(b) Calcule Var(θ̃n) e determine seu limite quando n→∞.
(c) Determine a distribuição limite de n1/2(θ̃n − θ) quando n → ∞. A sequência (θ̃n)n≥1
é assintoticamente eficiente?

5. Suponha que (Vn)n≥1 e (V ∗n )n≥1 são duas sequuências de estat́ısticas de teste tais que

Vn − V ∗n
P−→ 0 quando n → ∞. Se Vn tem uma distribuição limite cont́ınua F0 sob H0,

prove que a distribuição limite de (V ∗n ) sob sob H0 também é F0.

6. Considere duas amostras independentes tais que X1, . . . , Xm
iid∼ Poisson(λ) e Y1, . . . , Yn

iid∼
Poisson(µ). O objetivo é testar H0 : λ = µ contra H1 : λ 6= µ. Definindo N = m + n,
suponha que m/N → τ e n/N → 1 − τ quando n → ∞ e m → ∞, em que τ ∈ (0, 1).
Apresente estat́ısticas de teste para testar as hipóteses acima.


