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Grafos III:

Busca em Largura

Ricardo J. G. B. Campello

Parte deste material € baseado em adaptagdes e extensGes de slides |
disponiveis em http://ww3.datastructures.net (Goodrich & Tamassia).
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Organizacao

# Definicao e Motivagao
# Algoritmo BFS
= Pseudo-cddigo

= Implementagdo simples em C

# Exemplo de Execugao BFS

@ Propriedades do Percurso BFS

# Algumas Aplicagdes de BFS
= Caminhos com nimero minimo de arestas

= Busca de ciclos

# Anadlise de Complexidade do Algoritmo BFS
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Busca em Largura

# Busca em Largura (BFS) é

uma estratégia geral de
caminhamento em grafos

@ BFS em um grafo G:

= Visita todos os vértices e
arestas de G

= Descobre os componentes
conexos de G

+ logo, se G é conexo ou ndo

= Para percorrer todo um grafo
nao conexo, BFS deve ser
executada mdltiplas vezes,
sempre a partir de um vértice
nao visitado nas anteriores

# BFS pode ser estendida para
resolver outros problemas em
grafos:

= Encontrar um caminho entre
um dado par de vértices,
com a menor quantidade de
arestas, caso exista

= Encontrar um ciclo simples,
caso exista

= Encontrar uma floresta
geradora de G

+ arvore geradora p/ G conexo
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# Um algoritmo do tipo BFS usa
marcadores para direcionar o
percurso (caminhamento)

# A forma mais geral é marcar
ambos vértices e arestas

# As arestas sao marcadas como
de descoberta ou cruzamento

= Arestas de descoberta levam a
vértices ndo descobertos

+ sdo também chamadas arestas
de arvore (tree edges)

= Arestas de cruzamento sao as
demais arestas

Busca em Largura

# Alternativamente, pode-se
marcar apenas os Vvértices,
como nao descobertos,
descobertos e explorados

= Adota-se aqui esta abordagem
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Algoritmo BFS

Algoritmo BFS(G, v)
0 < nova fila vazia
enqueue(Q, v)
v.label — DESCOBERTO

Garante que cada aresta
serad processada apenas uma
vez, nao duas (uma para
cada vértice adjacente).

enquanto — empty(Q)
v < dequeue(Q)
process_vertex(v)
v.label — EXPLORADO
para todo e € incidentEdges(G, v)
y < opposite(G, v, e)
se y.label = NAO-DESCOBERTO
enqueue(Q,y)
y.label < DESCOBERTO
y.parent < v
se — (y.label = EXPLORADO )
process_edge(e)

Assume-se que inicialmente os vértices de

G sdo rotulados como “nao-descobertos”. 5
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Implementacao C (skiena & Revilla, 2003)

bfsigraph *g, int v) {

init_gqueue [&q) 7
enguene [ &g, V) !
dizcovered[v] = TRUE:
while [(empty(&g) == FALSE) {
v = degueus (&g ;
process_vertex(v):
processed[w] = TRUE:
for (i=0; i<g->degree[w]: i++)

qusus o A% gueue of vertices to visit /S
int y; F* adjacent vertex */
int i; A% counter %/

bhool processed[MAZV];
bhool discovered[MAXV]:
int parent [MAXV]:

/% graph.k */

typedef struct |
tipo_elem wvertices[MAXV+1]:
int edges[MAXV+1] [MAXDEGREE] ;
int degree[MAXV+1]:
int nvertices:;
int nedges:

} graph;
¥ = g-redges[v] [1];
if (discovered[y] == FAL3E) {
engqueus | &, ¥) 5
discovered[y] = TRUE:
parent[¥] = w:
H
if (processed[y] == FALSE) process_edge(v,¥);
¥
' /* Assume-se inicializacdo tal que parent[i] = 0 e
H processed[i] = discovered[i] = FALSE i=0,..., MAXV */
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Implementacao C (skiena & Revilla, 2003)

process_vertex [(int v)
{

printf ("proceszed vertex Hdin”,wv):
H

process_edge (int x, int y)
{

printf ("processed edge (%d,%d)
¥

Realizacdo para
imprimir cada
vértice e aresta uma
Unica vez (quando

# Exercicio:

» Modifique as duas rotinas acima para que BFS imprima

apenas o conteudo armazenado nos

assuma que o tipo dos elementos de vertices seja:

typedef char tipo_elem[30];

\n",x, ) : explorado)
vértices. Para tanto,
/* string */
7
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(O vértice ndo descoberto
QO vértice descoberto

QO vértice explorado
—— aresta inexplorada
— aresta de descoberta
- = —» aresta de cruzamento

Exemplo de Execugao
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Propriedades

Notacao:

G,: componente conexo que contém v.

Propriedade 1:

BFS(G, v) explora todos os vértices e
arestas de G,.

Propriedade 2:

As arestas de descoberta formam uma
arvore geradora de G,

Propriedade 3:

Qualquer vértice s # v a um no. minimo
dei arestas de v sera descoberto por
um vértice a um no. minimo de i — 1
arestas de v.
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Caminhos
Minimos

# A propriedade 3 garante que a

sucessao de descobertas produz
caminhos com no. minimo de
arestas da origem v até Vs # v .

# Nota: Caminhos ndo sao Unicos.

# Idéia de Algoritmo Recursivo:

= Caminho minimo entre o vértice v
de inicio da busca e um vértice s

qualquer é dado por:

caminho minimo entre v e 0
antecessor (pai) de s na
sucessdo de descobertas

caminho entre seu
antecessor e s via aresta
incidente aos dois

12




Caminhos O
. Minimos 9%9 ; Ciclos

# A propriedade 3 garante que a e 9 # Como as arestas de descoberta
sucessao de descobertas produz formam uma arvore geradora,

caminhos com no. minimo de qualquer aresta de cruzamento
arestas da origemv até Vs # v . fecha um ciclo

# Nota: Caminhos ndo sdo Unicos. , ,
#® (O ciclo € dado pela aresta de

cruzamento e pelos caminhos a
partir dos seus vértices finais até
um antecessor comum ao longo
dos parentescos de descobertas.

# Algoritmo Recursivo:

find pathiint start, int end, int parent[]) |

if (start == end) & Exemplos:
printf (™ nid", start); emplos.
elze |

= aresta (4,6):
+ antecessor comum: vértice 2
= aresta (7,4):

+ antecessor comum: vértice 1

find path(start,parent[end] ,parent);
printf (" %d", end):

/ * start deve ser o vértice inicial de bfs */
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Analise

# A rotulacao de um vértice leva tempo O(1).

Exercicios

1. Naimplementacdo de grafos em C discutida na aula de EDs para
grafos, vimos que as rotinas de inser¢do e remocao de arestas ja
atualizam o contador nedges de forma apropriada, assim como
devem fazer as rotinas de insergdo e remogao de vértices com relacdo

= Cada um dos n vértices é rotulado trés vezes:
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= NAO DESCOBERTO — DESCOBERTO — EXPLORADO => O(n).
Inserir ou remover um vértice da fila leva tempo O(1).
= Cada vértice é inserido e removido uma vez dafilaQ = On).

Para cada vértice, cada uma de suas arestas incidentes e o
respectivo vértice adjacente é verificado:

= Para um vértice v tem-se que isso leva tempo O(deg(»))*.
= Logo, lembrando que X,_; deg(v) = 2m, tem-se O(m) no total.

Portanto, assumindo que process_vertex(v) € process_edge(v) €xecutam
em tempo 0(1), tem-se que BFS executa em tempo O(n+m).

* PS, Esse tempo é valido para as implementagdes de grafos em lista de adjacéncias e estrutura alternativa.
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ao contador nvertices. Suponha, apenas hipoteticamente, que
essas rotinas ndo disponham desse mecanismo de atualizagdo simples
e implemente as rotinas process_vertex € process_edge para
que a execucao de bfs atualize esses contadores.

2. O teorema das quatro cores declara que qualquer mapa planar

pode ser colorido utilizando apenas quatro cores sem que qualquer
regido seja colorida com a mesma cor de uma regido vizinha. Apds
permanecer aberto como uma conjectura por mais de 100 anos, esse
teorema foi provado em 1976 com a ajuda de um computador. Um
problema mais simples que este é determinar se um grafo qualquer
que seja ndo direcionado, simples e conexo pode ser bicolorido, isto &,
ter seus vértices pintados com duas cores sem que vértices adjacentes
sejam pintados com uma mesma cor. Explique como resolver esse
problema com BFS e modifique o pseudo-cddigo BFS para tal.
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Exercicios Exercicios

3.  Ilustre graficamente, conforme o exemplo dado em aula, as execucdes
passo a passo do algoritmo BFS com inicio em cada um dos vértices do
grafo abaixo. Nota: Destaque, em cada execugdo, quais as arestas de
cruzamento, as arestas de descoberta, a arvore geradora resultante e
a relagdo (vetor) de parentesco entre os vértices:

5. Considere que a matriz abaixo represente as conexdes aéreas bilaterais existentes (x)
ou ndo (em branco) entre um dado conjunto de 16 cidades. Aplique BFS para descobrir
as rotas com o menor niimero de conexdes ligando a cidade 1 as demais cidades e
apresente as 15 rotas. Dica: Visualize o grafo como um grid 4 x 4, sendo a cidade 1 na
posicdo (1,1), a cidade 2 na posigdo (1,2), etc, até a cidade 16 na posigao (4,4).

1 X X X
2 X X X
3 X X X
X X X

= = X X X
g 8 X X X X
§ § X X X X X
g 8 X X
g g X X x X X
= 5 X X X
g g X X X X
1 . - . 8 x | x x
= 4.  Elabore outros grafos e repita o Exercicio 3 para exercitar a busca BFS. =
» » X X
g g X X X
E E x x
S 17 = 1 " " 18
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