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Probabilidade condicional e independéncia

A e B sao dois eventos em um mesmo espago amostral Q. A

probabilidade condicional de A dado que ocorreu o evento B, denotada
por P(A|B), € definida como

P(A~ B)
P(B)

P(A|B) = , se P(B)>0. @

Exemplo. Selecionamos dois itens, ao acaso, um a um e sem

reposicao, de um lote que contém 10 itens do tipo A e 5 do tipo B.
Qual e a probabilidade de que

(a) o primeiro item seja do tipo A?

(b) o segundo seja do tipo B se o primeiro item foi do tipo A?




Definimos os eventos

V, "o 1° item é do tipo A™;
V, "0 2% item é do tipo A"

@ PNy =T2==.

. 5
(b) P(Vz |V1):ﬁ

Essas probabilidades podem ser representados em uma arvore de
probabilidades.




Arvore de probabilidades
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Da expressao (1) obtém-se uma relacao util:
P(AnB)=P(B)P(A|B),

conhecida como regra do produto de probabilidades ou probabilidade da
Intersecao.




Exemplo. No exemplo anterior suponha que temos interesse em
determinar a probabilidade de que os dois itens selecionados sejam do
tipo B.

OeventoeV,” "V, :"01% eo 2° itenssdo do tipoB"

POV® AV, = P(V,S)P(VE |V )—15 1‘; 221

Resultado. Se B € um evento em Q tal que P(B) >0, entéo

1.P(¢|B)=0

2.5 AcQ,entdo P(A°|B)=1-P(A|B)ou P(A|B)=1-P(A°|B)
3.5e A,C cQ,entdo
P(AuC|B)=P(A|B)+P(C|B)-P(ANnC|B).




Exemplo. Um representante avalia que sua probabilidade de realizar um
bom negocio em um certo dia € 0,35 e a probabilidade de realizar bons
negocios em dois dias consecutivos e 0,25.

Se um bom negadcio foi realizado no primeiro dia, qual a probabilidade de
gue no dia seguinte nao seja realizado um bom negdcio ?

Solucéo. Definimos os eventos A: "um bom negocio € realizado no 12 dia”
e B: ” um bom negocio e realizado no 2¢ dia”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,35 e P(AnB) = 0,25. A
probabilidade pedida &

P(ANB) _, 025 ogs

P(B°|A)=1-P(B|A) =1- oA 0%




Independéncia de eventos

Dois eventos A e B em Q sao independentes se a informacao da
ocorréncia ou nao de B nao altera a probabilidade de ocorréncia de A.
Isto &,

P(A|B) =P(A), P(B)>0.

Logo, dois eventos A e B sao independentes se, e somente se,
P(An B) = P(A)P(B).

Exemplo. Em uma fabrica 20% dos lotes produzidos tEm componentes do
fornecedor A, 8% tém componentes do fornecedor V e 4% tém componentes de
ambos. Selecionamos ao acaso um item produzido nesta fabrica.

(a) Os eventos relacionados aos dois fornecedores sao independentes?

(b) Se o lote selecionado tem componentes do fornecedor V, qual a probabilidade
de que tenha componentes do fornecedor A?

(c) Qual é a probabilidade de um lote ndo ter componentes destes dois
fornecedores?




Solucédo. A: “o lote tem componentes do fornecedor A”, V: “o lote tem
componentes do fornecedor V”.

Do enunciado temos P(A) = 0,20, P(V) =0,08 e P(An V) =0,04.

(a) P(V)P(A)=0,08x0,2=0,016 e

PV mA)=0,04.
Como P(V mA)=P(V)P(A), AeV nao sdo independentes.
(b) P(A|V) = PANV) 004 5,
P\V) 0,08

)PV UA)=1-PNV UA)
—1-{P(NV)+P(A) - PN A}
—1-(0,08+0,2—0,04) =0,76.




Resultado. Se A e B sao eventos independentes em Q, entao

(i) A e B® sdo independentes.
(ii) A® e Bsdoindependentes

(iii) A®° e B® sdo independentes




Exemplo. Um atirador acerta 80% de seus disparos e outro (nas mesmas
condicOes de tiro), 70%. Qual a probabilidade de o alvo ser acertado se
ambos os atiradores dispararem simultaneamente?

Eventos: B, :"oatirador 1 acerta o alvo",1=1,2.

P(B,)=0,8¢e P(B,)=0,7. Logo,

P(Bl U Bz) — P(Bl) + P(Bz) - P(Bl M Bz)
=P(B,)+P(B,)—-P(B,)P(B,) (supondoindependéncia)
=0,8+0,7-0,8x0,7=0,94.

Outrasolucao :

P(B,uB,)=1-P((B,uB,)")=1-P(B, nB,) =1-P(B,)P(B,)

=1-[1-P(B)J1-P(B,)]=1-[1-0,8][1-0,7] = 0,94.
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Formula de Bayes

Particao do espaco amostral. Uma colecao de eventos B,,...,B, forma
uma particao do espaco amostral se eles sdo mutuamente exclusivos e
Se sua uniao e igual ao espaco amostral.

Formula da probabilidade total. Se B,,...,B, formam uma
particdo do espaco amostral QQ, entao para qualquer evento A
em Q, vale

P(1) = P(B)P(A|B,) -+ P(B)P(A|B,) = Y P(B)P(A|B).
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Exemplo. Em um programa de televisao sao mostradas trés portas (1, 2
e 3) fechadas e apenas uma delas guarda um valioso prémio. O
apresentador do programa sabe qual € a porta que leva ao prémio.
Um participante deve escolher uma das portas.

Em seguida, o apresentador informa o nimero de uma porta, diferente
da escolha do participante, e que nao guarda o prémio.

O participante escolhe a porta 1. O apresentador informa que a porta
3 ndo guarda o prémio e pergunta ao participante se ele gostaria de
mudar sua escolha.

Se vocé fosse o participante, qual seria sua decisao? Vale a pena
mudar a escolha?
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Solucao. Eventos:
X;: “a porta numero i guarda o prémio” e Y;: “apresentador informa que a porta
ndmero j nao guarda o prémio”.

Observe que P(X;) = P(X,) = P(X;) = 1/3. A pergunta pode ser respondida
comparando P(X,|Y;) e P(X,|Y3), pois P(X;]Y3) = 0.

Levando em conta que o participante escolheu a porta 1, temos
P(Y,|X,) = P(Y3]Xy) = %2, P(Y,|X,) = P(Y5]X;3) =0e
P(Y,|X3) = P(Y5|X,) = 1, de modo que

P(Y3) = P(Y;|Xy) P(Xp) + P(Y3[X;) P(X;) + P(Y3]X3) P(X,)
=% x1/3+1x1/3+0x1/3=%,

P(X{|Y3) = P(X; n Y3)/P(Y3) = P(Y;5|X,) P(X)/P(Y3) = (1/2x1/3)/1/2
=1/3 e

POX,|Y3) = P(X, M Yo)/P(Y3) = P(Y4|X,) POG)/P(Y,) = (1X1/3)/1/2
=1/3/1/2 = 2/3.

Vale a pena mudar a escolha!
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Formula de Bayes. Se Bi,...,Bx formam uma particdo do espaco amostral Q, e A é evento
em Q com P(A) > 0, entao

P(Bi)P(AIB;)

k

2. P(B)P(A|B))

i=1

P(Bi|A)=

Exemplo. Uma montadora trabalha com dois fornecedores (A e B) de
uma determinada peca. Sabe-se que 10% e 5% das pecas
proveniente dos fornecedores A e B, respectivamente, estao fora das
especificacOes. A montadora recebe 30% das pecas do fornecedor A
e 70% de B. Se uma peca do estoque inteiro é escolhida ao acaso,

(a) calcule a probabilidade de que ela esteja fora das especificacoes.
(b) se uma peca escolhida ao acaso esta fora das especificacdes, qual é
a probabilidade de que tenha sido fornecida por A ?
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Solucéo. Eventos:
A “ peca selecionada foi fornecida por A”,
B.” peca selecionada foi fornecida por B” e

E:’peca selecionada ndo atende as especificacoes”.

Do enunciado do problema temos P(A) = 0,30, P(B) = 0,70, P(E|A) = 0,10 e
P(E|B) = 0,05.




(a) Formula da probabilidade total:
P(E) = P(A)P(E|A) + P(B)P(E|B) = 0,30 x 0,10 + 0,70 x 0,05 = 0,065.
(@) P(AIE) =7
Pela formula de Bayes,
P(A)P(E| A) _ 0,30x0,10 008
(AP(E|A)+P(B)P(E|B) 0,30x010+0,70x0,05 0,065

P(AIB) =3

A solucéo do exemplo anterior é facilitada pela arvore de probabilidades:

0.10 =

0o.0s =
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