Sistemas de Estados Finitos
AF Deterministicos



Uma representacdo finita de uma
linguagem L qualquer pode ser:

1. Um conjunto finito de cadeias (se L
for finita);

2. Uma expressdo de um conjunto
infinito de cadeias;

. Uma gramatica (que gera L);
4. Um automato (que reconhece L)

(V)



Sdo reconhecedores de LINGUAGENS REGULARES.
Sdo o tipo mais simples de Mdquina de Turing onde:

- a fita de entrada é unidirecional: a cadeia é lida da
esquerda para a direita, um simbolo por vez;

- a fita é s6 de leitura: ndo é possivel gravar simbolos.
Isso significa que a Unica memdria utilizada € aquela
gasta para armazenar a cadeia de entrada.

As caracteristicas acima garantem que o fempo
hecessdrio para reconhecer uma cadeia w; |w|=n; é

O(n).



Um AF Deterministico M € definido como uma quintupla da forma:
M=(E,V.f.q,.F) onde:

E € um conjunto finito ndo vazio de estados do automato finito.

V € o alfabeto de entrada do autémato e corresponde a um conjunto
finito ndo vazio dos simbolos de entrada ou dtomos indivisiveis que
compdem a cadeia de entrada submetida ao automato para aceitagdo.

+ f éuma fungdo de transi¢do de estados do automato e seu papel € o de
indicar as transigoes possiveis em cada configuragdo do automato.

f:EX(VU{A}) > E
ou seja, para cada par (estado, simbolo de entrada), determina o novo
estado do automato. f(p,a) = g = determinismo
qo € E, € o estado inicial do autémato finito.

F < E contém todos os estados de aceitagdo ou estados finais do AF.
Sdo os estados em que o automato deve terminar o reconhecimento das
cadeias de entrada que pertencem a linguagem que o automato define.



Esquema da Mdquina e Representacdo usando grafos

Esquema:
O|1]|0]|1 0
Controle
Finito
a ‘ \ qo
V4 g q
simbolo
estado lido novo estado
anterior estado inicial

Fita com a
sequéncia

de simbolos
de V

estado
final



Exemplo 1: 0

1
M = ({p1, p2}, {0, 13, f, p1, {p2}) [\ [\
f = (pl, O) = p].
(pl, 1) = p2 — 1
(2
p2,0)=p
0

- Linguagem reconhecida L(M)=?

cadeias de digitos bindrios terminadas
obrigatoriamente por um digito 1: (0+1)*1

- Ja que L(M) é regular, dé uma GR que a gere
Pelo AFD:
S>0S | 1A
A->0S|1A|A

Pela expressdo (0+1)*1:
S>0s|1s]|1



* Forma alternativa para representar
Afs

+ Exemplo 1:
E\V 0 1
estado inicial: —
— pl pl p2

estados finais: *

P2 * pl p2



Exemplo 2:

L(AF2) = conjunto de cadeias de 0's e 1's com nimero impar de 1°s



Exemplo 3: Construir um AF M3 para reconhecer as cadeias
formadas por um nimero arbitrario de repeticbesde 1 a 3 a's
seguidos pelo mesmo numero de b's. Isto é:

L(M3) = (ablaabblaaabbb)*




Exemplo 4

Seja

L = {w|w é da forma xOly para algumas cadeias x e y que
consistem somente de 0's e 1°s} ou

L={x0ly | xey e {0,1}*}
Entdo 01, 11010 e 100011 e L e
A, 0e 111000 ¢ L.

Vejamos: Seja A o automato.

>= {0,1}. Seja qo € Q o estado inicial. Para decidir se 01 é
uma subcadeia da entrada, A precisa lembrar:



1. Ele javiu 01? Se sim, ele aceita toda sequéncia de
caracteres adicionais; i.e, de agora em diante ele estara
sempre num estado final (de aceitagdo).

2. Ele nunca viu 01, mas o ultimo caracter foi O; assim, se
agora ele vir o 1, terd visto O1 e poderad aceitar tudo que
vier daqui por diante.

3. Ele nunca viu 01, mas ou ele acabou de iniciar ou acabou de
encontrar 1; nesse caso, A ndo pode aceitar até ver
primeiro um O sequido de 1.

Cada uma das condigdes acima pode ser representada por um
estado. A condigdo (3) € o estado inicial go. Ficamos nesse

estado até aparecer um 0. Logo 3(qo, 1) = qo.

Mas se estamos em qo e vemos um O, estamos ha condigdo (2).
Seja g2 esse estado. Assim, 5(qo, 0)=q?2



Se, em g2, vemos um O, ainda ndo encontramos 01, mas estamos
na mesma situagdo de ter o O e esperar o 1; logo, ficamos no

mesmo estado: 6(q2, 0)=q2.

Se, ho entanto, em g2, vemos 1, entdo teremos a subcadeia Ol e
podemos ir para um estado final, que corresponde a situagdo

(1); chamaremos de ql. Logo, 6(q2,1)=ql.

Em q1, ja vimos a sequéncia 01, entdo ndo importa o que
aparecer, ainda estaremos na situagdo de jd ter visto O1. Isto

é,0(q1,0) = 6(q1,1) = ql.
Dessa forma, Q={qo, q1, q2}. qo € o estado inicial e F={q1}:

A = ({qo, q1, q2},{0,1}, 0, qo, {q1}),

onde 0O ¢é a fungdo de transicdo descrita anteriormente.



Linguagem aceita por um AF M

+ Uma cadeia x é aceita pelo AFD M = (Q, Z, 3,
qo, F) se existe uma sequéncia de transigdes a
partir de qo, de modo que apds ler o dltimo
simbolo de x, o estado atual € algum p € F.

+ Def 1: Uma linguagem aceita por um AFD é uma
Linguagem Regular

+ Def 2: Dois AF M1 e M2 sdo equivalentes se e
somente se L(M1) = L(M2)



Exercicio

Fazer um AFD M tal que

L(M) = {w | w € {0,1}* e possui um nimero par de
ocorréncias de 0'sede 1's}

http://www.jflap.org/



Exemplo 1

Fazer um AFD M que aceita L(M) = {w | w possui um nro par de 0’s e de 1"s }
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Fazer um AFD M que aceita
L(M) = {w e {0,1}* |w possua pelo menos dois 0" s consecutivos}

Garantindo
a
restricdo...
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Completando o AFD M e reconhecendo uma cadeia de L(M)
M = ({0,q1,92}, {0.1}, 5, 90.{q2})
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Exercicios

Construa gramdticas requlares para as
linguagens dos exemplos anteriores de

AFs.



AF Ndo-deterministicos
Equivaléncia entre AFND e AFD



AF NAO-Deterministico (AFND)

» Consideremos uma modifica¢do ho
modelo do AFD para permitir

- Zero, uma ou mais transicoes de um estado
sobre o MESMO simbolo de entrada.

- QOu visto de outra forma:

- a funcdo toma um estado e uma entrada e
devolve zero, um ou mais estados.

- Esse modelo é chamado AFND.



* Pois possibilita tentar alternativas
distintas

» Se cada estado representa uma
opgdo, ir para mais de um estado
representa tentar opgoes diferentes
de caminho para a solugdo



Exemplo 1

Seja um automato que aceita a linguagem das cadeias de O's e
I's que terminam em 0O1: (0+1)*01.

0,1
[\ 1
—> qo > ql :

Seja a cadeia 00101

Quando estd em qo e o simbolo lido € O ele tem a opgdo de:

* continuar em qo no caso do fim da cadeia ndo estar préximo OU
* ir para ql porque aposta que o fim estd chegando.
E na verdade ele executa as duas opgoes!

Por isso costumamos pensar que ele "advinha" qual € a alternativa
correta entre muitas.



AFND

»+ Uma cadeia de entrada qa,...a, € aceita/reconhecida
por um AFND

- se existe AO MENOS UMA sequéncia de transigdes
que leva do estado inicial para algum estado final.

» Ele funciona como se houvesse a multiplicacdo da
unidade de controle, uma para cada alternativa,
- processando independentemente, sem compartilhar
recursos com as demais,

- aceitando a cadeia se ao menos uma delas parar num
estado final.

» Pensem: Serd que o ndo-determinismo aumenta o
poder de reconhecimento de linguagens de um AF?



Exemplo 2

- L(M) = {x €{0,1}* | x tenha dois O's
consecutivos OU dois 1's consecutivos}
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L(M) = {x €{0,1}* | x tenha dois O's consecutivos OU dois 1's consecutivos}

M = ({q0,q1,42,943,94}.{0,1},6,90 {q2,94})



Definicdo Formal de um AFND

Denotamos um AFND pela 5-TuB|a (Q.2,3, qo,F) onde Q,%, qo
e F sdo os mesmos de um AFD e

8: Q X Z — 2%, conjunto poténcia de Q, isto €, todos os sub-
conjuntos de Q

L(M) = {w | 8(qo,w) n F = &}

No exemplo 2:

Estado Entrada

0 1
qo {qo0.q3} {qo.q1}
ql % {q2}
q2 {q2} {q2}
q3 {q4} %)
q4 {q4} {q4}




Exemplo 3

Construir um AFND que aceita cadeias < {1,2,3}*
tal que o dltimo simbolo na cadeia tenha
aparecido anteriormente. Por exemplo, 121 ¢
aceita; 31312 ndo ¢ aceita.

Dica: resolvam para os seguintes vocabuldrios mais

1)

2)

simples antes

Construir um AFND que aceita cadeias € {1}* tal
que o ultimo simbolo na cadeia tenha aparecido
anteriormente

Construir um AFND que aceita cadeias € {1,2}*
tal que o ultimo simbolo na cadeia tenha
aparecido anteriormente



1) Construir um AFND que aceita cadeias € {1}* tal que o

dltimo simbolo na cadeia tenha aparecido
anteriormente
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2) Construir um AFND que aceita cadeias € {1,2}* tal que o
dltimo simbolo na cadeia tenha aparecido anteriormente
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Estendendo o vocabuldrio para {1, 2, 3}
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Equivaléncia entre AFD e AFND

Teorema: Se L é reconhecida por um AFND, entdo ela é
reconhecida por um AFD.

Vamos Brogo,r um método para construir um AFD a partir do
AFND. Dai se pode provar que as linguagens reconhecidas
por ambos sdo iguais

Esse método é chamado de construcdo de subconjuntos



S[EE
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Nds podemos construir um AFD M'= (%’, éO,l}, 5, {qo}, F')
aceitando L(M) pela construgdo chamada de "construgdo de
subconjuntos” (dos estados de AFND). Ela é tal que X € o
mesmo do AFND e o estado inicial € o conjunto contendo
somente o estado inicial do AFND.

+ Q' consiste de todos os subconjuntos de {qo,q1}:
eo el e2 e3

{qo0}, {q1}, {qo.q1}, e @.

+ 8({g; ... 9.}, @) = ;" 0(qi, a):

+ F'={p| pc= Q' epcontém ao menos 1 elemento de F }



Assim, ho exemplo:
5'({q0},0) ={qo,q1} 5'({qo}.1) = {q1}

§({q1},0) =@ 8'({q1}.1) = {qo q1}

5'({qo.q1},0) = {qo.q1}

Pois 3({q0,91},0) = 8(q0,0) U 8(q1,0) =
{goql}u @ ={qo,ql}

5'({qo.q1}.1) = {qo q1}

Pois 8({qo,q1},1) = 8(qo,1) U 8(q1,1) =

{q1} U {qo.q1} = {qo.q1}
5(2,0)=8(D1)=v

F' = {{q1}{qo0.q1}} isto é, estados onde F antigo estava presente

&5 0 1

& (e3) (e3) Z(e3) (estado de rejeigdo)
—— {qo} (eo) {qo.ql} (e2) {q1} (el)

{q1}* (el) & (e3) {q0.q1} (e2)

{qo.q1}" (e2) | {qo.ql1}(e2) {qo.ql}(e2)



M'= ({eo,el e2}, {0,1}, &, eo, {el,e2})

& JFLAP ; <untitledB> MG
File Input Test Comvert Help

(Eior | Simulate: 0111 |

—

8/

el e2

H Reset H Freeze || Thaw ” Trace ” Remove |

+s Iniciar W aula? it 8 R «



Embora muitas vezes seja mais fdcil construir um AFND para
uma LR, o AFD tem na pratica quase o mesmo numero de
estados que o AFND, embora com mais transigoes.

No pior caso, o AFD pode ter 2" estados enquanto que o
AFND para a mesma linguagem tem somente n estados.

Ex. seja o AFND que aceita todas as cadeias em {0,1} que
terminam em O1.

&

0 1
_— qo > ql >




AFND

0 1
— qo ||{qo, q1} | {qo}
ql || < {92}
qé|| 9 %)

AFD
0 1
g || o |©
— {qo} || {q0.q1}| {qo}
*{ql}| @ {92}
*{q2} || < %,
{qo, q1} || {q0.q1}| {qo0,q2}
*{qo.92}|| {qo.q1} {qo}
*{qlq2}|| < {q2}

*{qo,ql,q2)1

{q0.91} {qo.q2}




Renomeando os estados:

AFND AFD
0 1 0 1
— qo ||{qo, q1} | {qo} All A A
ql || < {q2} —~ B E B
Q2| < % *C A D
*D A A
Repare que os Unicos estados E E F
acessiveis a partir de B sdo: xF E B
B, E e F. Os demais sdo .
inacessiveis e ndo precisam G A D
constar da tabela. *H E F




Ha casos, no entanto, em que o AFD correspondente ndo
pode fter menos estados do que 2", sendo n o ndmero de
estados do AFND correspondente.



Cuidado com os estados de aceitac¢ado!

Muitas vezes, ao construir AFD,
impedimos que ele aceite cadeias
validas.

Por outro lado, ao construir AFND, as
vezes fazemos com que eles aceitem
cadeias que ndo deveriam aceitar.



+ Sejaum AFD A que aceita cadeias sobre
{0,1}* de comprimento par

RO

0,1
L(A)= {(0+1)" | n=0,1,..}

+ Seja um AFD B que aceita cadeias sobre
{0,1}* que ndo contem O’s

(@) o

1

L(B)= 1*



» Coloque A e B juntos, formando um

AFND AB o
- qr7 ,

» Poderiamos esperar que AB aceitasse a
linguagem unido das duas anteriores.

* Mas vemos que ela aceita ndo apenas essa
unido, mas qualquer cadeia exceto aquelas
com ndmero impar de O”s e nenhum 1.

- L(AB)={0,1}* - {021 | n>0}

0,1



Operagoes sobre LRs que resultam em LR:
unido
concatenac¢do
fechamento
complemento
interseccao
diferenca
reverso



Um AF ndo € um programa.....

....mas serve como um bom modelo. Veja no Material HTML
de Referéncia - Topicos em Teoria da Computagdo, em

como podemos implementar um AFD:

 de forma direta: escrevendo um cddigo que simule as
transicoes.

» controlado por tabela: simulador universal de AFD
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