Analise de algoritmos

Parte |




Recursos usados por um
algoritmo

e Uma vez que um procedimento esta
pronto/disponivel, & importante determinar os
recursos necessarios para sua execucao

Tempo
Memoria

e Qual o principal quesito? Por que?



Analise de algoritmos

e Um algoritmo que soluciona um determinado
problema, mas requer o processamento de um ano,
nao deve ser usado

e O que dizer de uma afirmacao como a abaixo?

e “Desenvolvi um novo algoritmo chamado TripleX que leva
14,2 segundos para processar 1.000 numeros, enquanto o
metodo SimpleX leva 42,1 segundos”

e VocCeé trocaria o SimpleX que roda em sua empresa
pelo TripleX?



Andlise de algoritmos :

e A afirmacao tem que ser examinada, pois ha diversos fatores
envolvidos

o Caracteristicas da maquina em que o algoritmo foi testado
Quantidade de memoria

e Linguagem de programacao
Compilada vs. interpretada
Alto vs. baixo nivel

e Implementacéo pouco cuidadosa do algoritmo SimpleX vs.
“super” implementacao do algoritmo TripleX

e Quantidade de dados processados

Se o TripleX € mais rapido para processar 1.000 numeros, ele
também € mais rapido para processar quantidades maiores de
ndumeros, certo? Mas, quanto mais rapido? 4



Analise de algoritmos

e A comunidade de computacao comecou a
pesquisar formas de comparar algoritmos de forma
Independente de

Hardware
Linguagem de programacao
Habilidade do programador

e Portanto, quer-se comparar procedimentos e nao
programas

Area conhecida como “analise/complexidade de
algoritmos”



Eficiéncia de algoritmos

e Sabe-se que

e Processar 10.000 numeros leva mais tempo do que
1000 numeros

e Cadastrar 10 pessoas em um sistema leva mais
tempo do que cadastrar 5

e Eftc.

Entao, pode ser uma boa ideia estimar a eficiéncia de um
algoritmo em func¢ao do tamanho do problema.

Assume-se que “n” & o tamanho do problema ou da
entrada. O que n representa depende do problema. Em
geral, n € o numero de elementos que seréao processados.E
calcula-se o numero de operagdes que serao realizadas
aobre 0S n elementos, ou seja, uma expressao em funcao
en 6



Quem é o Parametro n?

Considere o papel do parametro n nas seguintes classes de
problemas:

« Encontrar o maior numero de uma segquéncia de n inteiros.

* Resolver um conjunto de equacdes algébricas lineares
Ax = b, onde A € uma matriz real nxn e b € um vetor real de
tamanho n.

« Seja W um array unidimensional de n inteiros distintos.
Ordenar as entradas de W em ordem crescente.

* Avaliar o polindbmio P (x)=X% ,.," a,_ X% quando x=x, .



Quem é o Parametro n?

Em cada um desses problemas, o pardmetro n prove
uma medida do tamanho do problema no sentido de que
o tempo requerido para soluciona-lo, ou o espago de
armazenamento necessario,  ou ambos, serdo
incrementados conforme 7 aumenta.

A ordem de magnitude dard exatamente a proporgado
em que ocorre esse incremento.



Eficiéncia de algoritmos

e O melhor algoritmo é aquele que requer menos
operacdes sobre a entrada, pois € o mais rapido

e O tempo de execucao do algoritmo pode variar em
diferentes maquinas, mas o0 niumero de operacfes € uma
boa medida de desempenho de um algoritmo

e De que operacoOes estamos falando?

e Toda operacao leva o mesmo tempo?



Exemplo: TripleX vs. SimpleX

e TripleX: para uma entrada de tamanho n, o
algoritmo realiza n?+n operacoes

Pensando em termos de funcéao: f(n)=n%+n

e SimpleX: para uma entrada de tamanho n, o
algoritmo realiza 1.000n operacoes

g(n)=1.000n
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Exemplo: TripleX vs. SimpleX

e Faca os calculos do desempenho de cada algoritmo
para cada tamanho de entrada

Tamanho da| 1 10 100 1.000 10.000
entrada (n)

f(n)=n%+n

g(n)=1.000n
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Exemplo: TripleX vs. SimpleX

e Faca os calculos do desempenho de cada algoritmo
para cada tamanho de entrada

Tamanho da| 1 10 100 1.000 10.000
entrada (n)

f(n)=n%+n 2 110 10.100 |1.001.000(100.010.000

g(n)=1.000n |1.000|10.000|100.000|1.000.000| 10.000.000

e A partir de n=1.000, f(n) mantém-se maior e cada
vez mais distante de g(n)

e Diz-se que f(n) cresce mais rapido do que g(n)
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Analise assintoética

e Deve-se preocupar com a eficiéncia de algoritmos
guando o tamanho de n cresce para valores muito
grandes

e Definicdo: a eficiéncia assintotica de um algoritmo
descreve sua eficiéncia relativa quando n torna-se
grande

e Portanto, para comparar 2 algoritmos, determinam-
se as taxas de crescimento de cada um: o algoritmo
com menor taxa de crescimento rodara mais rapido
guando o tamanho do problema for grande
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Analise assintoética

e Atencao

Algumas fungdes podem néo crescer com o valor de n
Quais?

Também se pode aplicar os conceitos de analise
assintotica para a quantidade de memaoria usada por um
algoritmo

Mas nao é tao util, pois é dificil estimar os detalhes exatos
do uso de memoria e seu impacto
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Relembrando um pouco de
matematica...

e Expoentes
o XaxP = xatb
PY Xalxb — Xa—b
PY (Xa)b — Xab
o X"+x"= 2x" (diferente de x°")
o 2N42n— 2n+1
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Relembrando um pouco de
matematica...

o Logaritmos (usaremos a base 2, a menos que seja dito o contrario)
e X2=b - log,b=a
e log,b =log.b/log.a, se c>0
e logab=loga+loghb
e loga/b=loga-loghb
e log(aP) = b log a
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Relembrando um pouco de
matematica...

o Logaritmos (usaremos a base 2, a menos que seja dito o contrario)

e E 0 mais importante
log X < x para todo x>0

e Alguns valores
log 1=0, log 2=1, —
log 1.024=10, 1/
log 1.048.576=20 I
..||
!

. 17
Exemplo para varias bases


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e0/Logarithms.png

Relembrando um pouco de
matematica...

e Series (demonstre a igualdade)

anzi :2n+1_1
i=0

n . an+l_l
;a - a-1

Zn:i _n(n+1) n*
= 2 2
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Algumas notacoes

e NotacOes que usaremos na analise de algoritmos

T(n) = O(g(n)) (Ie-se big-oh, big-o ou “da ordem de”) se
existirem constantes c e n, tal que T(n) < c * g(n) quando n

A taxa de crescimento de T(n) € menor ou igual a taxa
de g(n). T(n) é limitada superiormente por g(n).
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Algumas notacées "
cg(n)
f(n)

n

g _ |
f(n) = 0O(g(n)) 20



Algumas notacoes

e NotacOes que usaremos na analise de algoritmos

T(n) = Q(g(n)) (lé-se “Omega”) se existirem constantes c e
n, tal que T(n) = ¢ * g(n) quando n 2 n,

A taxa de crescimento de T(n) € maior ou igual a taxa
de g(n). T(n) & limitada inferiormente por g(n).
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Algumas notacoes T

fn)
cg(n)
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Algumas notacoes

e NotacOes que usaremos na analise de algoritmos

T(n) = ©(g(n)) (Ié-se “theta”™) se e somente se T(n) =
O(g(n)) e T(n) = Q(g(n))

A taxa de crescimento de T(n) é igual a taxa de g(n)
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Algumas notagdes e
c28(n)
f(n)
c18(n)

n

f(n) =0 (gn)) "



Algumas notacoes

e O uso das notacOes permite comparar a taxa
de crescimento das funcoes correspondentes
aos algoritmos

e Nao faz sentido comparar pontos isolados das
funcdes, ja que podem n&o corresponder ao
comportamento assintotico

25



Exemplo

e Para 2 algoritmos quaisquer, considere as funcoes de
eficiéncia correspondentes a 1.000n e n?

1.000n = O(n)
n? = O(n?)
1.000n = O(n?)

O primeiro € mais rapido que o seguinte a partir de n = 1.000
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Outros exemplos

e A funcao n3 cresce mais rapidamente que n?
n? = O(n3)
n3 = Q(n?)

e Se f(n)=n? e g(n)=2n?, entdo essas duas
funcoOes tém taxas de crescimento iguais
Portanto, f(n) = O(g(n)) e f(n) = Q(g(n))
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Taxas de crescimento

e Algumas regras

Se T,(n) = O(f(n)) e T,(n) = O(g(n)), entao
T1(n) + T,(n) = max(O(f(n)), O(g(n)))
T1(n) * T,(n) = O(f(n) * g(n))

« Para que precisamos desse tipo de calculo?
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Taxas de crescimento

e Algumas regras

Se T(x) € um polinbmio qualquer de grau n, entao
T(x) = ©(x")

- Relembrando: um polinémio de grau n € uma fungao que possui a
forma abaixo

f(2) =apr” + an_12" t+ .y + ag

seguindo a seguinte classificacao em funcao do grau
Grau 0O: polinOmio constante
Grau 1: polinGmio linear
Grau 2: polinémio quadratico
Grau 3: polinémio cubico

Se f(x)=0, tem-se o polindmio nulo 2



Taxas de crescimento

e Algumas regras

logkn = O(n) para qualquer constante Kk, pois
logaritmos crescem muito vagarosamente
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Funcoes e taxas de

crescimento

e AS mais comuns

Funcao Nome

C constante
log n logaritmica
log?n log quadrado
n linear
nlogn |quadratica
n2

n3 cubica

2" n! exponencial
an

31



Funcoes e taxas de
crescimento

tempo

28 i n’
n log,n
n
-' log-n
v
1 2 4 8 16 32 64 128

32



Relacoes entre as Ordens

Fungdo de Tamanho do problema #
Complexidade 10 102 103 104
log,n 3.3 6.6 10 13.3

n 10 102 103 104
nlog,n 0.33*102 |0.17*10% |104 1.3*10°
n? 102 104 106 108

n3 103 106 10° 1012

2" 1024 1.3*1030 | > 10100 | > 10100
nl 3*106 > 10100 > 10100 | 10100
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Taxas de crescimento

e Apesar de eventualmente ser importante, nao se
costuma incluir constantes ou termos de menor
ordem em taxas de crescimento

e Queremos medir a taxa de crescimento da funcao, o que
torna os “termos menores” irrelevantes

e As constantes também dependem do tempo exato de cada

operacao; como ignoramos 0s custos reais das operacoes,
ignoramos também as constantes

e Nao se diz que T(n) = O(2n?) ou que
T(n) = O(n?+n)
e Diz-se apenas T(n) = O(n?)
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Exercicio em duplas

e Um algoritmo tradicional e muito utilizado é
da ordem de n'>, enquanto um algoritmo
NOVO proposto recentemente é da ordem de
nlogn

f(n)=nt>
g(n)=nlog n

e Qual algoritmo vocé adotaria?

Lembre-se gue a eficiéncia desse algoritmo pode
determinar o sucesso ou o fracasso de aplicacao
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Exercicio em duplas

e Uma possivel solucéo
o f(n)=nl» = nt>/n =nd> = (n%°)2=n
e gn=nlogn =» (nlogn)/n=logn = (logn)?=Ilog?n

Como n cresce mais rapidamente do que qualquer poténcia
de log, temos que o algoritmo novo é mais eficiente e,
portanto, deve ser o adotado. Faca uma tabela de valores
para as duas funcdes e comprove!
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Analise de algoritmos

e Para proceder a uma analise de algoritmos e
determinar as taxas de crescimento,
necessitamos de um modelo de computador
e das operacoes gue executa

e Assume-se 0 uso de um computador
tradicional, em que as instrucoes de um
programa sao executadas sequencialmente

e Com memoria infinita, por simplicidade

37



Analise de algoritmos

e Repertorio de instrugoes simples: soma,
multiplicacao, comparacao, atribuicao, etc.

o Por simplicidade e viabilidade da analise, assume-se que
cada instrucao demora exatamente uma unidade de tempo
para ser executada

Obviamente, em situagoes reals, ISso pode nao ser _
verdade: a leitura de um dado em disco pode demorar mais
do que uma soma

» OperacOes complexas, como inversao de matrizes e
ordenacao de valores, nao sao realizadas em uma unica
unidade de tempo, obviamente: devem ser analisadas em
partes
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Analise de algoritmos

e Considera-se somente 0 algoritmo e suas entradas
(de tamanho n)

e Para uma entrada de tamanho n, pode-se calcular
Trehor(N)s Trgdia(N) € Tpio(N), OU seja, o melhor
tempo de execucéo, o tempo medio e o pior,
respectivamente

Obviamente, Tmelhor(n) S Tmédia(n) S Tpior(n)

e Atencao: para mais de uma entrada, essas funcoes
teriam mais de um argumento
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Analise de algoritmos

o Geralmente, utiliza-se somente a analise do pior caso T, (n),
pois ela fornece os limites para todas as entradas, mclumdo
particularmente as entradas ruins

Logicamente, muitas vezes, o tempo medio pode ser util,
principalmente em sistemas executados rotineiramente

Por exemplo: em um sistema de cadastro de alunos como usuarios
de uma biblioteca, o trabalho dificil de cadastrar uma quantidade
enorme de pessoas é feito somente uma vez; depois, cadastros sao
feitos de vez em quando apenas

Da mais trabalho calcular o tempo médio

O melhor tempo nao tem muita utilidade
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Exemplo

e Soma da subsequéncia maxima

e Dada uma sequéncia de inteiros (possivelmente negativos)
a;, a,, ..., a,, encontre o valor da maxima soma de
guaisquer numeros de elementos consecutivos; se todos
0s inteiros forem negativos, o algoritmo deve retornar O
como resultado da maior soma

e Por exemplo, para a entrada -2, 11, -4, 13, -5e -2, a
resposta é 20 (soma de a, a a,)
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Soma da subsequéncia maxima

e Ha muitos algoritmos propostos para resolver esse problema

e Alguns sao mostrados abaixo juntamente com seus tempos
de execucao

Tamanho da entrada

n =10 0.00103 0.00045 0.00066 0.00034
n =100 0.47015 0.01112 0.00486 0.00063
n =1.000 448.77 1.1233 0.05843 0.00333
n =10.000 ND* 111.13 0.68631 0.03042
n =100.000 ND ND 3.0113 0.29832

*ND = Nao Disponivel




Soma da subsequéncia maxima

e Deve-se notar que

Para entradas pequenas, todas as implementacoes rodam
num piscar de olhos

Portanto, se somente entradas pequenas sao esperadas,
nao devemos gastar nosso tempo para projetar melhores
algoritmos

Para entradas grandes, o melhor algoritmo € o 4

Os tempos nao incluem o tempo requerido para leitura dos
dados de entrada

Para o algoritmo 4, o tempo de leitura & provavelmente
maior do que o tempo para resolver o problema:
caracteristica tipica de algoritmos eficientes
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Taxas de crescimento

Alg. 1 O(n® Alg. 2 O(n?

Alg. 3 O(n log n)

Alg. 4 O(n)

10 20 30 40 5 60 70 80 S0 100

Grafico ( n x milisegundos) das taxas de crescimento dos 4 a4
algoritmos com entradas entre 10 e 100.



Taxas de crescimento e
Alg. 1 O(n® Alg. 3 O(n log n)
0,5
Alg. 2 O(n?
04
0,3
0,2
0,1
Alg. 4 O(n)

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

45
Grafico (n x segundos) dos 4 algoritmos para entradas maiores



Upper e Lower Bounds

* A analise do algoritmo nos fornece um limite superior
(upper bound) para a quantidade de recursos gque é
suficiente para resolver um problema.

« Para saber se e quanto podemos melhorar este
algoritmo, no entanto, precisamos estabelecer um limite
inferior (lower bound) na quantidade minima necessaria
de recursos para a resolucao do problema.

- ldealmente, os dois Ilimites, inferior e superior,
deveriam ser iguais, pois neste caso conheceriamos
exatamente a quantidade de recursos que € tanto
necessaria quanto suficiente para resolver um
problema.




Upper e Lower Bounds

« Se dispusermos de um algoritmo que utilize
exatamente esta quantidade de recursos, entao,
teremos um algoritmo otimo para a tarefa, no sentido de
gue a gquantidade de recursos utilizada por qualquer
outro algoritmo para a tarefa sera maior ou, no melhor
caso, igual a do algoritmo que temos.

* A diferenca entre o limite inferior e o superior nos da
uma medida de quanto um algoritmo pode ser
melhorado. Nem sempre, no entanto, € possivel se
construir algoritmos otimos.



Andlise de Algoritmos X Andlise de Classes | 2e¢¢

de Algoritmos

Objetivo: Identificar o "melhor algoritmo possivel" da
familia de algoritmos que solucionam um determinado
problema.

Exemplo: Ordenacdo de n elementos (memoria interna)

Critério: tempo de execugdo medido pelo nimero C de
comparagoes entre chaves.

Lower Bound da Classe: C ~ n log, n = O(n.log,n)
Upper Bound da Classe: C =~ n?2 = O(n?)



Andlise de Algoritmos X Andlise de Classes

de Algoritmos

Métodos Diretos (insergdo, selecdo e troca): O(nh?) no
pior caso.

Métodos Avangados:
Shellsort (insergdo melhorada): O(n'-2) no pior caso.
Heapsort (selegdo melhorada): O(nlog,n) no pior caso.

Quicksort (troca melhorada): O(nlog,n) no melhor caso
e caso meédio; O(n?) no pior caso.

n pequeno — qualquer método direto.



Andlise de Algoritmos X Andlise de Classes

de Algoritmos

Atengdo: algoritmos podem ndo alcangar o limite
minimo.

Exemplo: Multiplicagdo de Matrizes n x n
Lower Bound da classe: O(n?)

Algoritmo mais rdpido: O(n?-8)
Algoritmo usual: O(n3)



