Arvores AVL




Arvores Binarias de Busca

24/11/2010

Altura de uma arvore binaria (AB): igual a
profundidade, ou nivel maximo, de suas folhas

A eficiéncia da busca em arvore depende do seu
balanceamento

Algoritmos de insercao e remocao em ABB nao
garantem que a arvore gerada a cada passo seja
balanceada

Pergunta: Vale a pena balancear uma ABB de
tempos em tempos?
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Arvore Binaria de Busca Aleatoria

Para uma ABB “aleatéria” (onde a probabilidade de insercao de

um no ¢ igual para todos os lugares possiveis), foi mostrado que
o numero esperado de comparacoes para recuperar um registro

qualquer ¢ cerca de 1,39*log,(n).

a ou seja, 39% pior do que o custo do acesso em uma arvore
perfeitamente balanceada

Isto é: o balanceamento a cada operacao aumenta o tempo e
garante um desempenho melhor que numa arvore aleatoria de,
no maximo, 39% (o plor caso € muito raro!)

Essa estratégia ¢ aconselhavel apenas se o numero de buscas for
muito maior do que o de insercoes.

A conservacao do balanceamento pode ser mais simples se
relaxarmos a condicao de perfeitamente balanceada para

balanceada apenas.
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AB Balanceada versus AB Perfeitamente

Balanceada

Seja b,(n) a altura de uma AB balanceada e 4,,(n) a altura de
uma AB perfeitamente balanceada. Foi demonstrado que:

~hpb(n)
—

log,(n+1) < h,(n) <1.4404 log,(n+2)— 0.328

Ou seja: Uma AB Balanceada nunca tera altura superior a
45%0 da altura de sua correspondente Perfeitamente

Balanceada.
As operacoes numa AB Balanceada serao portanto da

O(log,n).
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Arvores AVL

Arvore AVL: ABB na qual as alturas das duas sub-

arvores de todo no nunca diferem em mais de 1.
Ou seja, ¢ uma ABB Balanceada.

Proposta em 1962 pelos matematicos russos G.M. Adelson-
Velskki e E.M. Landis

Seja o Fator de Balanceamento de um N6 (FB) a
altura de sua sub-arvore direita menos a altura de
sua sub-arvore esquerda

Em uma arvore AVL todo n6 tem FB igual a 1, -1
ou 0
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Arvores AVL — Exemplo

‘/ ‘\

B — insergoes
mantém arvore

@anceada

Un - insergbes nao
mantém arvore balanceada
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Arvores AVL

Desbalanceamento:

Se NO inserido é descendente esquerdo de um né

que tinha FB = -1 (U1 a U8)
Ou

Se NO 1nserido ¢ descendente direito de um no6 que

tinha FB = 1 (U9 a U12)
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Arvores AVL

Para manter uma arvore balanceada é necessario
aplicar uma transformacao na arvore tal que:

1. o percurso in-ordem na arvore transtormada seja igual

ao da arvore original (isto é, a arvore transformada
continua sendo uma ABB);

2. aarvore transformada fique balanceada (todos os noés
com FB=-1,0ou 1).
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Arvore AVL

Numa AVL, a insercao ¢ feita na posicao adequada,

e depoits verifica-se se houve desbalanceamento.

Veja o que pode acontecer a cada insercao:

"B=4 FB=0

FB=0 - 8 \1 O « As chaves 9 e 11 n3o violam o

4 balanceamento (até melhoram!)

* As chaves 1, 3, 5 ou 7 violam.
FB:OZ/\6FB=O
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AVL: 2 Casos de Rebalanceamento

TIPO 1: a raiz de uma sub-arvore tem FB= 2 (ou —2) e tem
um filho com FB = -1 (ou 1), 1.e. FB com sinal oposto ao
do pai.

FB=-2

fRel _— 8 N ' OFB:O

5 N
FB=0 Z/J‘\6 ‘/I/:/B:- . Como rebalancear?

o Solucgéo: 2 Rotagoes:

Insercao de 5

5 1) Rotacao a esquerda de 4
2) Rotacéao a direita de 8

24/11/2010 10/ 36



AVL: FExemplo Rotacao Esquerda-Direita

= 1) Rotacido a esqélerda de 4

FB= 26/ 8

FB=0 / ) <ZA n
4

FB=0 -
2 5

= 2) Rotacao a direita de 8

FB=0 4/ \8 FB=1

FB=019 5'Fe-0 1OFB:0

1OFB =0

FBO
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Tipo 1: Resumo

Requer uma rotacao dupla: ESQUERDA-
DIREITA ou DIREITA-ESQUERDA:

Rotacionar o n6 com FB= -1 (ou 1) na direcao
apropriada, 1.e., se B negativo, para a direita; se
positivo, para a esquerda.

Rotacionar o n6 com FB= -2 (ou 2) na direcao
oposta.
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Casos de Rebalanceamento

Tipo 2: A raiz de uma subarvore tem FB= -2 (ou 2)
e tem filho com FB = -1 (ou 1), i.e., com mesmo
sinal do pal.

FB=-2

FB= 14/ 8 1OFB =0 Insercéo de 3

/\ . Solucgédo: Uma Rotacao simples a direita do
FB=1 — no 8 _
2 6 FB=0 4 FB=0
FB=1_ — \
3 FB=0 2 8 re=0
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Tipo 2: Resumo

Rotacionar uma unica vez o no de FB = -2 ou 2:
0 se negativo: a direita;

0 se positivo: a esquerda.
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Insercao em AVL: Resumo

A cada insercao, verificar se balanceamento foi
conservado.

Em caso negativo (se algum no ficou com FB igual
a 2 ou —2), verificar qual caso se aplica (Tipo 1 ou

Tipo 2).

Efetuar as operacoes de rotacao adequadas.
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‘ Arvores AVL — Ro* "qo DIREITA

Percurso in-ordem
1220 10,12, 34, 40, ...

N

250

N
175 193 230 260

10/ ANEEA

168 183 255 280

FB=-2

FB=-1

190

4/11/201|$OTA9A0 DIREITA 50



‘ Arvores AVL — Rotacio DIREITA

Percurso in-ordem
10,12, 34, 40, ...

ROTACAO DIREITA
CONCLUIDA

ARVORE NOVAMENTE BALANCEADA!!!
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‘Arvores AVL — Rotacao ESQUERDA

Percurso in-ordem
‘/ \‘10, 12, 34, 40, ...
/ \ DESBALANCEQ

ROTAGAO ESQUERDA 190
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lfxrvores AVL — Rotacao ESQUERDA

Percurso in-ordem

‘/‘\‘10 12, 34, 40, .

/ \ FB=0
@ o &
FB=0 "\ /N
o

@ /\
e

ROTAGAO ESQUERDA
1200 ARVORE NOVAMENTE BALANCEADA!!! /3

CONCLUIDA




Arvores AVL

Nos exemplos anteriores as regras foram
mantidas:

0 o percurso in-ordem na arvore transtformada coincide
com o da arvore original (a menos do no inserido),
l.e., a arvore transformada é uma ABB;

0 a arvore transformada ficou balanceada
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Arvores AVL

Para verificar qual rotacao deve ser efetuada para rebalancear a
arvore, é necessario calcular o Fator de Balanceamento do no (p):

FB(p) = h(subarv-direita) — h(subarv-esquerda)

a Se I'B positivo: rotagoes a esquerda

0 Se B negativo: rotagoes a direita

Repare que o efeito das transformacoes é diminuir em 1 a altura da
sub-arvore cuja raiz (p) tem |FB| = 2 apos a insercao.

Isso assegura o rebalanceamento de todos os ancestrais de p, e
portanto, o rabalanceamento de toda a arvore.

Considere um novo campo em cada né — bal — que armazena o FB
do no. Ao ser inserido como folha, o campo bal deve ser
inicializado com zero.
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Declaracao da Estrutura

—0

bal

Info

esq

typedef struct no *pno;

typedef struct no/{
int bal;
tipo elem info;
pno dir, esq;
}no;

typedef pno tree;

tree raiz;

dir



Funcao de Busca por uma Chave

pno buscar (tree p, int x) {

/ /tretorna o endereco de x, se achar; Null, caso contrario//

it (p == Null) return Null
else it (p->info ==x) return p;
else it (p->info < x) return (buscar(p->dir, x));
else return (buscar(p->esq, x));
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‘ Arvores AVL

Algoritmo de Rotag¢ao a direita

void rot_dir(pno *p){
pno q, temp;

q = (*p)->esq;
temp = q->dir;
q->dir = (*p);
(*p)->esq = temp;
p) =

24/11/2010 3 6 1 O
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Arvores AVL

p
FB=2
Algoritmo de Rotagao a esquerda é ;
Y a W
void rot_esq(pno *p){ 2 n 15¢ FB=1
pno q, temp; 9/ 30
q-— <*p>—>dif; temp f 1?
temp = g->esq;
q->esq = (*p); 5 FB=0
(*p)->dir = temp; 15
(*p> — q’ FB=0 ‘/ \20
j P G4
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‘ Arvores AVL

FB=-2

P
Algoritmo de Rotagao Esquerda-Direita ‘
FB=1 /N

void rot_esq_dir(pno *p)1{ NS

rot_esq(&(*p)->esq); 2 0
rot_dir(&(*p)); ; /
b FB=0
6
FB=0 g \ FB=1
4 8
N AN
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‘ Arvores AVL

Algoritmo de Rotagao Direita-Esquerda

void rot_dir_esq(pno *p)1{
rot_dir(&(*p)->dir);
rot_esq(&(*p));
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Calculando o FB

- Numa proxima insercao, € preciso verificar o FB
dos nos para saber se houve desbalanceamento ou
nao.

* Assim, a cada insercao e rebalanceamento, €
necessario recalcular o valor de B para os nés
envolvidos nas rotacoes.

* Repare que nao € preciso calcular a altura das
subarvores
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Algoritmo Recursivo de Busca e Insercao
em Arvore AVL

iIns_AVL ( x, raiz, flag);

e U,

: , auxiliar para propagar
chave de raiz da arvore e
) f FB (E
buscal/inserco (E/S) verificacao de (E/S)

(E)
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void ins_AVL(tipo_elem x, pno *p, boolean *flag) {

if (fp == NULL) {
/*arvore vazia: insere e sinaliza alteracio de FB*/
/*insere n6 p com conteddo x, como n6 folha*/
*p = (pno) malloc(sizeof(pno));
(*p)->esq = NULL,;
(*p)->dir = NULL;
(*p)->1info = x;

(*p)->bal = 0;
*tlag = TRUE;
return;

h
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if (x < (*p)->info) { /*recursividade a esquerda*/
ins_ AVL(x, (*p)->esq, flag);
if (*flag) /*inseriu: verificar balanceamento*/
switch ((*p)->bal) {
case 1: /*mais alto a direita*/
(*p)->bal = 0; /*balanceou com ins. esq*/
*flag = FALSE; /*interrompe propagacao*/
break;
case (:
(*p)->bal = -1; /*ficou maior a esq.*/
break;
case -1: /*FB(p) = -2*/
CASO1(p); /*p retorna balanceado*/
*flag = FALSE,
break; /*nio propaga mais*/
b

return;
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if (x > (*p)->info) { /*recursiva a direita*/
ins_ AVL(x, &(*p)->dir, flag);
if (*flag) /*inseriu: verificar balanceamento*/
switch ((*p)->bal) {
case -1: /*era mais alto a esq.: zera FB*/
(*p)->bal = 0; *flag = FALSE; break;
case 0: (*p)->bal = 1; break;
/*direita fica maior: propaga verificacao*/
case 1: /*FB(p) = 2 e p retorna balanceado*/
CASO2(p); *tlag = FALSE; break;
)

return;

b

/* else if (x = p->info) — nada a fazer; pare!l*/
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void CASO1 (pno *p){
/*x foi inserido a esq. de p e causou FB= -2*/

pno u;
p (-2)

= (*)-> .
u = (*p)->esq; LD /

if (u->bal == -1) /*caso sinais iguais
e negativos: rotacao a direita*/ 0 (-2)
rot_dir(&(*p));
else /*caso sinais trocados: u (1) /
rotacdao dupla u + p*/
rot_esq_dir(&(*p));

(*p)->bal = 0;
}
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void CASO2 (pno *p){

/*x foi inserido a direta de p e causou FB=2*/

pﬂO u, D (2)
u = (*p)->dir; \
if (u->bal == 1) /*caso sinais iguais
( ) g b (2) ) (}

e positivos: rotacao a esquerda*/

rot_esq(&(*p)); \
S

else /*caso sinais trocados: u(-1)
rotacdao dupla u + p*/

rot_dir_esq(&(*p));

(*p)->bal = 0;
}
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Retazendo as rotagoes duplas para ajustar B
2

void rot dir esg(pno *p) {

P
pno z, V; ///// \\\\\\ 7 1

z = (*p)->dir; v = z->esd; i
z->esq = v->dir; ) rot_dir(z) y / \
v->dir = z; {-1 oul}

(*p) —>dir = v->esqz
v->esq = *p; > rot_esq(p) T
/*atualizar FB de z e p em funcdo de FB de v - a nova raiz*/
if (v->bal == 1) {

(*p) —>bal = -1;

z->bal = 0; Vv
} else {

(*p) ->bal = 0; / \
z->bal = 1; P

p = Vi

Y4
}
*




Eliminacao em AVL

Operacoes analogas a da ABB (eliminacao
simples ou substituicao por menor chave da
direita ou maior da esquerda), porém, como
podem desbalancear a arvore, requerem a
verificacao dos valores de Fatores de
Balanceamento e acionamento das rotacoes
adequadas, quando for o caso.

Exemplo



AVL

Como fazer a remocao de elementos da AVL.?

Analogo a ABB, recalculando o Fator de
Balanceamento apos remocao, e fazendo
rotacoes, se necessario



AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 12

remocéao de 29 = insercao de 10

Como balancear?



AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 12 oul9 remocéo de 29 = insercao de 10 oul6

Como balancear? Rotagdo simples em R



AVL: remocao

Primeiro caso

0 Rotacao simples em R (FB=2 ou -2) com filho
com fator de balanceamento de mesmo sinal
(1 ou-1) ou zero

Se R negativo, rotaciona-se para a direita; caso
contrario, para a esquerda



AVL: remocao

Exemplos

@5

remocao de 29 = insercéao de 16

remocéao de 29 = insercao de 19

Como balancear?



AVL: remocao

Exemplos

@

remocéao de 29 = insercao de 20

Como balancear?

remocao de 29 = insercao de 16 ou 20

Rotacéo dupla: filhode Re R



AVL: remocao

Segundo caso

0 Rotacao dupla quando R (FB=2 ou -2) e seu
filho (1 ou -1) tem fatores de balanceamento
com sinais opostos

Rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pai

Rotaciona-se R para o lado oposto do
desbalanceamento



AVL: remocao

Questao: como remover um noé intermediario em vez
de um no folha?

0 E necessario balancear?

/R
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AVL: remocao

Questao: como remover um noé intermediario em vez
de um no folha?

0 E necessario balancear?




AVL

Exercicio para casa

0 Implementar sub-rotina de remogao de elemento de
uma AVL



