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i Definicao

= A ordem de uma arvore B é dada pelo nimero
maximo de descendentes que uma pagina/no,
pode possuir

= Em uma arvore B de ordem m, o niUmero
maximo de chaves em uma paginaé m—1

= Exemplo:

= Uma arvore B de ordem 8 tem, no maximo, 8
descendentes e 7 chaves por pagina

i Propriedade (No. Min. de Chaves)

= Quando uma pagina é sub-dividida na insercao, as chaves
sao distribuidas “igualmente” entre as paginas resultantes:

= Deste modo, o nimero minimo de chaves em uma pagina/no é
dado por[m/21-1 (exceto para a raiz)

= Exemplos:

= arvore B de ordem 8: armazena no maximo 7 chaves por pagina e
no minimo 3 chaves por pagina

= arvore B de ordem 7: armazena no maximo 6 chaves por pagina e
no minimo 3 chaves por pagina

i Propriedades Gerais

= Para uma arvore B de ordem m:
= Cada pagina tem:
= No maximo, m descendentes
= no minimo [m/2] descendentes (exceto a raiz e as folhas)
= A raiz tem, no minimo, dois descendentes
= @ menos que seja uma folha
= Todas as folhas estdo no mesmo nivel
= Uma pagina ndo folha com k descendentes contém k — 1 chaves

= Uma pagina contém no minimo [m/21]— 1 chaves (exceto a raiz)
e, no maximo, m — 1 chaves




i Altura de Pior Caso

= Qual a altura maxima que uma arvore com
N chaves e ordem m pode atingir?

= Pior caso ocorre quando cada pagina tem apenas
0 numero minimo de descendentes, e a arvore
possui, portanto, altura maxima e largura minima

i Altura de Pior Caso

= O numero minimo de descendentes para a raiz é 2

= Cada uma das 2 péaginas descendentes da raiz possui
no minimo [ m/ 2] descendentes

= Logo, 0 2° nivel possui no minimo 2* [ m/21] descendentes

= Cada uma das 2* [ m/2] paginas descendentes do 2°
nivel possui no minimo [ m/2] descendentes

= Logo, 0 3° nivel possui no minimo 2* [m/2 2 descendentes

= Em geral, para um nivel d da arvore, o numero
minimo de descendentes é dado por 2* [m/2 [(¢-1)

i Altura de Pior Caso

= Por outro lado, pode-se provar que uma arvore com N
chaves tem N + 1 potenciais descendentes a partir de
seu nivel mais profundo (nivel das folhas)

27 chaves / 28 possiveis descendentes
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FIGURE 8.28 A B-tree with N keys can have (N 1) descendents from the leaf level.

i Altura de Pior Caso

= Em Resumo:

= Altura de pior caso ocorre quando cada pagina tem
apenas o no. minimo de descendentes

= O no. minimo de descendentes para um nivel d da
arvore de ordem m é dado por 2* [m/2]-1)

= Uma arvore com N chaves tem N + 1 potenciais
descendentes a partir de seu nivel mais profundo

= Qual o nivel mais profundo d de pior caso para
uma arvore B com N chaves e ordem m ?




:_L Altura de Pior Caso

= Qual o nivel mais profundo d de pior caso para uma
arvore B com N chaves e ordem m ?

= O no. de descendentes que existiriam abaixo do nivel d mais
profundo (nivel das folhas) se a arvore possuisse mais um nivel
é N + 1, ja que a arvore comporta N chaves

= Mas, no pior caso, sabemos que o no. de descendentes em um
dado nivel d da arvore é 2* [m/2]d-1)

= Logo, no pior caso, tem-se 2* [m/21]¢-1) = N + 1 para o nivel
d mais profundo, o que resultad = 1 + log 7 [ (N+1)/2 ]

= Nocasogeral:|d < 1+ l0ogp;[ (N+1)/2]

:_L Altura de Pior Caso

= Exemplo (m = 512 e N = 1.000.000):
=d < 1+ logy (500.000,5) = 3,37
= Logo, a arvore tera no maximo 3 niveis

= No pior caso 3 acessos serao necessarios
para localizar uma chave dentre 1.000.000
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i Eliminacao de Chaves

= O split garante a manutencao das
propriedades da arvore B durante a
insercao

= Essas propriedades precisam ser mantidas,
também, durante a eliminacao de chaves
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i Eliminacao: Caso 1

= Caso 1: eliminacao de uma chave em uma
pagina folha, sendo que o nimero minimo
de chaves na pagina é respeitado

= Solugao: chave é retirada e os registros
internos a pagina sao reorganizados
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i Eliminacao: Caso 1

Case 1: No action.

Delete | from page 5. Since page 5 has more
than the minimum number of keys,

J can be removed without reorganization. o

Remover J (adrvore com m = 6)
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i Eliminacao: Caso 2

= Caso 2: eliminacdao de uma chave que nao esta
em um no folha

= Solucgdo: sempre eliminamos de paginas folha

= para tanto, troca-se a chave com sua sucessora
imediata (ou predecessora imediata), que esta numa
folha. A seguir, elimina-se a chave da folha (Caso 1)

= sucessora imediata: 12 chave da folha descendente mais a
esquerda da pagina/né descendente direito

= predecessora imediata: ... ?
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Eliminacao: Caso 2

Case 1: No action.

Delete | from page 5. Since page 5 has more

ihan the minimum number of keys,

J €an be removed without reorganization. 0

Case 2: Swap with immediate successor. |
Delete M. Swap M (page 0) with N (page 6),
and then delete M from page 6

Remover M
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Eliminacao: Caso 3

= Caso 3: eliminacdo causa wnderflow na pagina
= no. min. de[ m/21]— 1 chaves em pég. n3o raiz violado
= Solucao: Redistribuicao

= procura-se uma pagina irma direta (mesmo né pai e
chave separadora comum) que contenha mais chaves
do que o minimo:

= se existir, redistribui-se as chaves entre essas paginas

= Sendo, vide Caso 4...
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!L Eliminacao: Caso 3

Case 2: Swap with immediate successor.
Delete M. Swap M (page 0) with N (page 6},
and then delete M from page &

Case 3: Redistribution.

Delete K. Underflow occurs. Redistribute keys
among pages 2, 7, and § to restore halance
between leaves. o

Remover R

Notas:
1. Redistribuicdo pode

provocar uma alteracao

na chave separadora,

que esta no nd pai, mas

nao se propaga !

2. Redistribuicdo s6 pode
ser aplicada para
solucao de underflows
em paginas folha

i Eliminacao: Caso 4

= Caso 4:
= ocorre underflow e redistribuicao nao pode ser aplicada
=« implicaria underflow em qualquer das paginas irmas diretas
= Solucao: Concatenacao

= combina-se o conteldo da pagina com o de uma irma
direta e adiciona-se a chave separadora da pagina pai
para formar uma Unica pagina
= concatenagdo é o inverso do processo de split
= rebaixamento de chave da pagina pai ao invés de promocao
= como conseqiiéncia, pode ocorrer underflow da pagina pai

FIGURE 8.28 Six situations that can occur during deletions, 17 18
Eliminacao: Caso 4 i Eliminacao: Caso 5
Case 4: C?ntalcnation_ . 7 - .
i o e i = Caso 5: underflow da pagina pai
::;: [|mir:"1.:a::; :ull:d 4, plus the I from
= Solucao:
= utiliza-se concatenacao novamente
Remover A
20
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Eliminacao: Caso 5

Case 4: G
Delete A. Underflow occurs, but it cannot be
addressed by redistribution. Concatenate the g
keys from pages 3 and 4, plus the D from

page | into one page.
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i Eliminacao: Caso 6
= Caso 6: diminuicao da altura da arvore

= ocorre quando o nd raiz tem uma Unica chave
e aplica-se a concatenacao nos seus nos filhos
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Eliminacao: Caso 6

Case 5: Underflow propagates upward. 0
Now page | has underflow. Again, we cannot

redistribute, so we concatenate, /

Case 6: Height of tree decreased. i
Since the root contains only one key, it is
absorbed into the new root.
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i Eliminacao (Resumo)

1. Se a chave ndo estiver numa folha, troque-a com sua sucessora
2. Elimine a chave da folha

3. Se a pagina continuar com o nimero minimo de chaves, FIM
4. Senao (underflow):

4.1. Se uma das paginas irmas diretas (a esquerda ou direita) tiver
mais que o nimero minimo de chaves, aplique redistribuicdo e FIM

4.2. Sendo:
4.2.1. Concatene a pag. com uma das irmds e a chave separadora do né pai
4.2.2. Se n6 pai for raiz e sua Ultima chave foi rebaixada, elimine a raiz e FIM
4.2.3. Sendo, se nd pai continuar com o nimero minimo de chaves, FIM

4.2.4. Sendo (underflow no pai), volte ao passo 4.2.1 para o nd pai 24




i Eliminacao (Nota 1)

= Embora esta hipdtese nao esteja contemplada no algoritmo
de eliminagao anterior, a operacao de concatenacao pode
nao apenas causar um underflow na pagina pai, mas pode
também causar um overflow na propria pagina concatenada

= Basta que a pagina irma ja contenha m - 1 chaves

= Exemplo:

= Arvore com m = 3 e chaves 55, 60, 61, 56, 70, 80, 64, 99, 100 e 66
inseridas nesta ordem

= Remover chave 100...
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i Eliminacao (Nota 1 — cont.)

= Exemplo (m = 3 e chaves 55, 60, 61, 56, 70, 80, 64, 99, 100 e 66)

= Remover chave 100:
= rebaixamento de 99 causa underflow

« rebaixamento de 70 para corrigir underflow (concatenagao) causa overflow !

= Solucdo com split (no quadro...)!

i Eliminacao (Nota 2)

= Na redistribuicdo, ndo existe regra obrigatdria:

= Estritamente, é necessario mover apenas 1 chave para a pagina
com underflow para restabelecer as propriedades da arvore-B

= Estratégia usual, no entanto, é redistribuir as chaves de forma
equilibrada entre as paginas:

= “Balanceamento” dos espacos disponiveis
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i Desempenho de Arvores B

» Qual a complexidade computacional de pior caso para
as operacgoes de busca, insercao e remocgao de chaves?

= Sabemos que, no pior caso, a altura da arvore é dada pelo
maior inteiro d tal que: d < 1+ log 7 [ (N+1)/2 ]

= Ou seja, a altura € O( logr,,,1N )

= Logo, no pior caso, uma busca requer O( logy,,,1N ) acessos
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i Desempenho de Arvores B

» Qual a complexidade computacional de pior caso para
as operacgoes de busca, insercao e remocao de chaves?

= Toda insergao demanda uma busca ( O( logy,,,)N ) acessos )

= Além disso, pode demandar operacoes de split
= Cada split opera sobre um nimero fixo de paginas
Logo, cada split demanda O(1) acessos
= No pior caso, overflows se propagardo até a raiz

Nesse caso, teremos O( logy,,,1N ) splits com O(1) acessos cada

= Logo, no pior caso, uma insergao requer O( logy,,,1N ) acessos
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i Desempenho de Arvores B

» Qual a complexidade computacional de pior caso para
as operacgoes de busca, insercao e remocgao de chaves?

= Toda remogao demanda uma busca ( O( logf,,,1N ) acessos )

= Além disso, pode demandar operacoes de concatenagao
« Cada concatenacdo opera sobre um numero fixo de paginas
Logo, cada concatenagdo demanda O(1) acessos
= No pior caso, underflows se propagardo até a raiz

Nesse caso, teremos O( logr,, ;1N ) concatenagdes com O(1) acessos cada

= Logo, no pior caso, uma remogao requer O( log,,,1N ) acessos
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Exercicios

= Capitulo 9 (Folk & Zoellick, 1987)
= Lista de Exercicios (CoTeia)

= Nota. A lista faz referéncias a 22 edicao do
livro de Folk & Zoellic.

« FOLK, M. & ZOELLICK, B., File Structures, 2nd
Edition, Addison-Wesley, 1992.
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