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1. (X1, Y1)
>, . . . , (Xn, Yn)> é uma amostra aleatória de uma distribuição com µ = (µX , µY )> =(

E(X1),E(Y1)
)>

e matriz de covariâncias

Σ =

[
σ21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ22

]
.

O coeficiente de correlação linear de Pearson amostral é denotado por rn, para n > 1.

(a) Prove que
√
n(rn−ρ)

D−→W ∼ normal(0, λ2), sendo que a variância λ2 deve ser escrita

como função de Γ = Cov(W ), em queW =
(
(X1−µX)2, (X1−µX)(Y1−µY ), (Y1−µY )2

)>
.

(b) Supondo que (X1, Y1)
> ∼ normal2(µ,Σ), prove que
√
n(rn − ρ)

D−→W ∼ normal(0, (1− ρ2)2).
Sugestão. A distribuição de Y1|X1 = x é normal

(
µY + ρσ2(x− µX)/σ1, σ

2
2(1− ρ2)

)
.

(c) Desenvolva um estudo de simulação de Monte Carlo para ilustrar o resultado do item

anterior.

2. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias i.i.d. com momentos centrais µj = E(X1−
µ)j finitos, j = 2, 3, . . . , em que µ = E(X1). Os coeficientes β1 = µ23/µ

3
2 e β2 = µ4/µ

2
2 são

utilizados para quantificar assimetria e curtose de uma distribuição, respectivamente. Os

momentos centrais amostrais são dados por mjn =
∑n

i=1(Xi − Xn)j/n, para j ≥ 1, em

que Xn =
∑

i=1Xi/n. Os coeficientes β1 e β2 podem ser estimados por β̂1n = m2
3n/m

3
2n e

β̂2n = m4n/m
2
2n.

(a) Verifique a consistência dos estimadores β̂1n e β̂2n.

(b) Apresente a distribuição limite, quando n→∞, de

√
n

(
β̂1n − β1
β̂2n − β2

)
.

3. Xi1, . . . , Xini são variáveis aleatórias independentes com distribuição normal(µi, σ
2
i ), para

j = 1, . . . , ni e i = 1, . . . , k. Definimos S2
i =

∑ni
j=1(Xij −Xi)

2, em que Xi =
∑ni

j=1Xij/ni,

i = 1, . . . , k.

(a) Apresente a distribuição limite, quando ni →∞, de
√
ni (S2

i /ni − σ2i ), i = 1, . . . , k.

(b) Com base no item anterior, apresente sequências cujas distribuições limite não depen-

dem de σ2i , i = 1, . . . , k.


