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Roteiro

Formulacdo do problema.

O problema envolve um fendmeno aleatério.

Interesse em alguma caracteristica da populacdo. Pode ser um pardmetro
0 (verdadeiro valor desconhecido) ou uma fungdo deste.

Identificar uma v.a. X cuja distribuicdo depende de 6, com funcdo
densidade dada por f(x;0).

Dizemos que a v.a. X fornece informag3o sobre 6.
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Problemas de inferéncia

Com base em uma amostra aleatéria Xq, Xo, ..., X,,
@ apresentar um valor para 6 (estimacdo pontual),

® apresentar um conjunto de possiveis valores para 6, sendo que muitas
vezes este conjunto é um intervalo (estimagdo intervalar) e

@® testar hipdteses sobre 6 (0 =07, 0 > 27,0 # 0,57, ...).
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Estimador

Um estimador 6 (teta chapéu) é uma estatistica T utilizada para obter um
valor para 6.

0 =T(X1,...,X,). Com base nos valores observados x1,...,x, obtemos
uma estimativa T'(x1,...,x,), também denotada por 6.
Exemplo

Método de substituicio.
A média amostral € um estimador da média populacional.
A varidncia amostral é um estimador da variancia populacional.
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Propriedades

Um estimador é uma v.a. e tem uma distribuicao amostral.

Viés: relacionado ao erro sistematico.

Precisdo: proximidade das estimativas entre si. Inversamente relacionada a
variancia.

Acuracia: proximidade entre as estimativas e o verdadeiro valor.
Consisténcia: proximidade entre as estimativas e o verdadeiro valor quando
n — 00.

Existe um método geral que garanta obter estimadores com estas
propriedades?
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Exemplo

Quatro atiradores

(B) viesado, pouco acurado e pouca precisio. (D) viesado, pouco acurado

e alta precisdo. (A) sem viés, pouco acurado e baixa precisdo. (C) sem

viés, acurado e boa precisio.
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Exemplo

Quatro estimadores. Represente graficamente quatro estimadores para 0,
todos com distribuicdo normal e que sejam semelhantes ao exemplo dos
quatro atiradores.
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Propriedades

O estimador  é ndo viesado para 6 se
E@®) =9,

para todo 6.
Se o estimador é viesado, a diferenca

E) -6
é chamada de viés do estimador.
Exemplo
Vimos que se X1, Xo,...,X,, € uma amostra aleatéria de uma populacdo

com média p e varidncia o2, entdo X tem média 14, ou seja, a média

amostral é um estimador ndo viesado para a média populacional.
Pode ser provado que a varidncia amostral $? =Y (X; — X)?/(n — 1)

é um estimador n3o viesado para a variancia populacional 2.
USP-ICMC-SME () 3. Estimacgao pontual 2013 8 /25



Propriedades

Se 6 é um estimador de 6 com base em uma a.a. de tamanho n, dizemos
que 6 é consistente para 6 se, para todo ¢ > 0,
lim P (|§— o] < e) — 1.

n—oo

~

6 — 0 representa o erro de estimacdo. R

Se 6 é consistente para 6, entdo em termos de probabilidade, 6 pode estar
tdo préximo de # quanto queiramos (e pequeno), basta tomarmos n
suficientemente grande.
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Propriedades

Resultado
0 € um estimador consistente para 6 se

~ ~

lim E(0) =0 e lim Var(d) =0.

n—oo n—o0

Exemplo

Vimos que se X1, Xo,..., X, é uma amostra aleatdria de uma populacio
com média i e variancia o2, entio X tem média 14 € varidncia 02/n, ou
seja, Var(X) — 0, quando n — co. J4 vimos que X é ndo viesado, de
modo lim,, o, E(X) = u. Logo, X € consistente para .

i = X +27/n é ndo viesado? E consistente?
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Propriedades

@\1 e 52 sao dois estimadores n3o viesados de 0. Se
Var(é\l) < Var(é?\g),

ent3o 61 € mais eficiente do que 65.
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Método de maxima verossimilhanca

Exemplo

X ~ binomial(16,p), sendo que p € {1/2,6/7}. Em uma amostra
observamos x = 13 sucessos. Com base nesta amostra, apresente uma
estimativa para p.

Temos que P(X = z) = ('%)p®(1 — p)!9=*. Observamos z =13 e
perguntamos de qual populacdo este valor foi amostrado: p = 1/2 ou
p==6/77

Sep=1/2, P(X =13;p=1/2) = (19)(1/2)'3 x (1/2)® = 0,0085.
Sep=06/7, P(X =13;p=6/7) = (19)(6/7)** x (1/7)% = 0, 2201.
Logo, P(X =13;p=6/7)/P(X =13;p=1/2) =25. Sep=6/7, a
probabilidade de 13 sucessos em 16 realizaces é 25 vezes maior
comparando com p = 1/2.

Escolhemos p = 6/7 como estimativa de p.
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Método de maxima verossimilhanca

Exemplo

X tem funcdo densidade f(x;0) = 029", 2 € (0,1) e § € {1,4}. Uma
tnica observacdo foi coletada obtendo-se x = 0,8. Com base nesta
observacdo, apresente uma estimativa para 0.

NS

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x
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Método de maxima verossimilhanca

Sef=1, f(0,81) =1.

Se 0 =4, f(0,8;4) = 2,048.

Logo, f(0,8;4)/f(0,8;1) = 2. Se § = 4, a densidade de probabilidade de
z = 0,8 € duas vezes maior comparando com 0=1.

Escolhemos 6 = 4 como estimativa de 6.

Problema. E se tivermos n > 1 e 6 € (0,00)?
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Método de maxima verossimilhanca

X1,Xo,..., X, é uma amostra aleatdria de uma populacdo com funcio
densidade f(z;0).
Para uma amostra observada x1, 9, ..., T,, a funcdo verossimilhanca de

6, denotada por L(#), é dada por

n

L(0) = f(x1;0)f(x2;0) X -+ x f(@n;0) =[] f(::0). (1)

i=1

Um estimador de maxima verossimilhan¢a (EMV) de 6 é um valor 6 que
maximiza L(6).

6 que maximiza L(#) também maximiza ¢(0) = In(L(#)), pois a funcdo
logaritmo é mondtona crescente.
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Método de maxima verossimilhanca

Observagao

Se X é uma v.a. discreta, a funcdo verossimilhanca de 0 ¢é
L(H)ZP(Xl:xl,XQZIEQ,...,XnZCL‘n;G), (2)

ou seja, L(0) é a probabilidade de obter x1, ..., x, interpretada como
funcdo de 6. Um EMV de 0 maximiza a probabilidade de ocoréncia dos
valores da amostra.

Se X é uma v.a. continua, L(0) € a fungdo densidade calculada em
Z1,...,Ty, interpretada como funcdo de 8. Um EMV de 6 maximiza a
funcdo densidade dos valores para os valores da amostra.
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Exemplo

X1,...,X,, € uma amostra aleatdéria de uma populacdo Bernoulli com
pardmetro p, p € (0,1). Obtenha o EMV de p.

Func3o densidade:

frlz) = {px(l —p)% sex e {0,1}, .

0, c.c.

Func3o verossimilhanca de p:
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Exemplo

Logaritmo da fung¢do verossimilhanca:

3
3

Derivada do logaritmo da fungdo verossimilhanca em relacdo a p:

9t(p) _ D i1 Ti _n- D Ti
Op D 1-p

lgualando a derivada a 0 e resolvendo para p:

Z?:l i

n

p=

Uma vez que 882 5<0,p=X é o0 EMV denp.
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Exemplo

Em n = 16 repeticées de um experimento de Bernoulli foram obtidos 13

sucessos. Com base nesta amostra, apresente a EMV para p.
Pelo exemplo anterior, p = 13/16 = 0, 8125.

L)
04 deOd

2e-04

le-04

0e+00
1
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Exemplo

O tempo de falha, em horas, de um componente eletrénico tem
distribuicdo exponencial com pardmetro 6 desconhecido. Oito unidades
sdo selecionadas ao acaso e testadas com os seguintes de tempos de falha:

11,96 5,03 67,40 16,07 31,50 7,73 11,10 22,38.

Obtenha a EMV de 0.

Funcdo verossimilhanca:

n -0 x;
L(O) =[Joe " =0me =

i=1

Logaritmo da fung¢do verossimilhanca:
n
(0) =nlnb -0 =z
i=1
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Derivada do logaritmo da fun¢do verossimilhanca em relacdo a 6:

Igualando a derivada a 0 e resolvendo para 6:

~ n
0:771 =

> i1 Ti

Uma vez que 822(20) 5 <0, 6= 1/X é 0 EMV de 6.

Dos dados obtemos = = 21,65 e o= 0,0462.

K|~
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Exemplo
Seja X1, Xo,..., X, € uma amostra aleatéria de uma populacdo normal
com média ju e varidncia 0®. Obtenha os EMV de 11 e o2.

Pode ser provado que

ﬂ:%ZXi =

i=1

3\'—‘

; X2

sao os EMV de e o?

Notar que o2 = (1 — 1)52/n < S2; logo, o2 é um estimador viesado de
2

ag~.
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Propriedades dos EMV

Invaridncia. Se 51, .. .,5k sdo os EMV de 64,...,0;, entdo o EMV de
h(1,...,0) é h(By,...,0).

Exemplo

Para a distribuicdo normal, o EMV do desvio padrdo o é o = o2,

O EMV do coeficiente de variagdo o /i € V EE/Y

Exemplo

Para a distribuicdo Bernoulli, o EMV da chance de sucesso p/(1 — p) é
p/(1 —Dp), em que p = X é a proporcdo amostral de sucessos.
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Propriedades dos EMV

Sob certas condicés que sdo geralmente validas, o EMV 6 de 6§ é
consistente.
Se o tamanho da amostra n for suficientemente grande,
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Propriedades dos EMV

Sob certas condicés que sdo geralmente validas, o EMV 6 de 6§ é
consistente.
Se o tamanho da amostra n for suficientemente grande,

e () é aproximadamente n3o viesado para 0 e
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Propriedades dos EMV

Sob certas condicés que sdo geralmente validas, o EMV 6 de 6§ é
consistente.
Se o tamanho da amostra n for suficientemente grande,

e () é aproximadamente n3o viesado para 0 e

o 0 tem distribuicao aproximadamente normal.

USP-ICMC-SME () 3. Estimacgao pontual 2013 25 / 25



