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1. A e (An)n≥1 são eventos de um espaço de probabilidade (Ω,A, P ). Prove que IAn

D−→ IA
se, e somente se, lim

n→∞
P (An) = P (A), em que IA = 1, se o evento A ocorre; 0, caso

contrário.

2. F1, . . . , Fk são funções distribuição e suas respectivas funções caracteŕısticas são ϕ1, . . . , ϕk.

Além disso, λj ∈ [0, 1], para j = 1, . . . , k, são tais que
k∑

j=1
λj = 1.

(a) Prove que F =
k∑

j=1
λjFj é uma função distribuição.

(b) Prove que a função caracteŕıstica correspondente a F é dada por
k∑

j=1
λjϕj .

(c) Apresente a função caracteŕıstica de uma variável aleatória com distribuição exponen-
cial dupla (ou Laplace) com parâmetros de localização e escala iguais a 0 e 1, respectiva-
mente.

3. Prove que se ϕ é uma função caracteŕıstica, então Re(ϕ) e |ϕ|2 também são funções carac-
teŕısticas, em que Re(ϕ) denota a parte real de ϕ.
Sugestão. Re(ϕ) = (ϕ+ ϕ)/2 e |ϕ|2 = ϕϕ.

4. Considere X1, . . . , Xn
iid∼ Cauchy(µ, σ), com µ ∈ R e σ ∈ (0,∞). Prove que (X1 + · · · +

Xn)/n tem a mesma distribuição de X1.

5. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias independentes. Sejam Sn = X1 + · · ·+Xn

e ϕj a função caracteŕıstica de Xj , j = 1, . . . , n. Suponha que Sn
q.c.−→ S. Prove que a

função caracteŕıstica de S é dada por
∞∏
j=1

ϕj(t), para t ∈ R.

6. (Xn)n≥1, (Yn)n≥1 e X são variáveis aleatórias em um mesmo espaço de probabilidade.

(a) Prove que se Xn
D−→ X e Xn − Yn

P−→ 0, então Yn
D−→ X.

(b) Prove que convergência em probabilidade (Xn
P−→ X) implica convergência em distri-

buição (Xn
D−→ X).

7. Considere (Xn)n≥1 tal que Xn
D−→ X ∼ normal(0, σ2) e Yn

D−→ Y ≡ σ2, com σ2 ∈ (0,∞).
Apresente a distribuição limite de (X2

n/Yn)n≥1.

8. Seja Wn = cnXn + Yn, em que cn = n−1, Xn ∼ Cauchy(0, 1) e Yn ∼ normal(0, 1), para
n ≥ 1.
(a) A variável Wn tem momentos?
(b) Apresente a distribuição limite de (Wn)n≥1, quando n→∞.
(c) Há uma contradição entre os itens (a) e (b)?

9. (Xn)n≥1 é uma sequência de variáveis aleatórias tal que Xn
D−→ X.

(a) Prove que se Yn = Xn + op(1), então Yn
D−→ X.

(b) Prove que se Wn = Xn{1 + op(1)}, então Wn
D−→ X.


