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Algoritmo

@ Um algoritmo’ é um conjunto finito de instrucdes que, se
seguido, realiza uma determinada tarefa. Deve satisfazer
0s seguintes critérios [3]:

0000

©

Entrada: Zero ou mais quantidades séo supridas;

Saida: No minimo uma quantidade é produzida;
Clareza: Cada instrucéo é clara e nao ambigua;
Finitude: Se o algoritmo for percorrido passo a passo
(trace), entdo em todos os casos, o algoritmo termina
depois de um numero finito de passos;

Efetividade: Toda instrugao deve ser muito basica, de tal
forma que possa ser realizada, em principio, por uma
pessoa usando apenas lapis e papel. Nao é suficiente que
cada operagao seja definida como no critério 3; ela
também tem de ser factivel.

1 A palavra “algoritmo” vem do nome de um matematico persa (825 d.C.), Abu Ja’far Mohammed ibn Musa al

Khowarizmi.
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Funcdes Numéricas: Notacdo Unaria

@ Sempre se pensou apenas nas maquinas de Turing como
aceitadores de linguagem.

@ E também importante usar estas maquinas como
dispositivos que computam fungées numéricas, isto é, que
mapeiam N¥ — N.

@ Pretende-se codificar o conjunto dos niumeros naturais na
notacao unaria.

@ Entdo o cédigo para0é 1, 0 cédigoparai1 é11,2é111,3
é 1111, etc.

@ Escreve-se n“ para simbolizar o n codificado em unario.
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Funcdes Numéricas: Notacdo Unaria

@ Definicao: Uma maquina de Turing M computa uma
funcéo @5\5) de aridade k como se segue.

e Naentrada (m,..., k), M, ..., Nk s&o colocados na fita de M
em unario, separados por brancos simples.

@ A cabeca de M é colocada sobre o 1 mais a esquerda de
n{, e o controle de estados finitos de M é colocado em qp.

e Em outras palavras, M tem Dl inicial

qonyBnyB...Bny,

e Se e quando M terminar o processamento, os 1’s na fita
sdo contados e seu total é o valor de ng)(m yeees M)

e Se M nunca para, diz-se que go%,‘)(m, ..., Nk) € indefinido.

o Refere-se a @5\5) como a (k-ésima) semantica de M.
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Funcdes Numéricas: Notacdo Unaria

@ Exemplo: A maquina de Turing sem nenhuma quintupla
(isto é, ela para qualquer que seja a DI) computa a funcao
sucessora p((n) = s(n) =n+1.

e Entretanto, deve-se checar que, como uma calculadora
para uma funcao de duas variaveis, ela computa a fungéo
oPx,y)=x+y+2.

@ Exemplo: Considere a seguinte maquina de Turing.

(@ 1911R)
(@ 1q1R)
(g1 Bai BR)
Esta maquina de Turing computa a seguinte funcao de
uma variavel
gof\J,)(n) =n+1, se néimpar;
= 1, caso contrario
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A Tese de Church

@ Depois de meio século de estudos, achou-se que as
funcbes computaveis sdo invariantes ao longo de uma
grande faixa de diferentes mecanismos de defini¢éo - cada
sistema formal estudado foi mostrado computar ou todas
as fungdes Turing-computaveis ou algum subconjunto
delas.

@ Isto levou o légico mateméatico americano Alonzo Church a
formular a tese de Church:

o todos os mecanismos de computacao definem a
mesma classe de fungdes computaveis.

@ Um conceito familiar em ciéncia da computacao é que
quando um computador, M, for suficientemente de
“propésito geral”, um programa escrito em qualquer outra
maquina pode ser recodificado para fornecer um programa
para M que computara a mesma funcao.
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O Resultado de Turing

@ Apresenta-se um resultado de 1936 devido ao matematico
inglés A. M. Turing que antecipa o computador digital por
quase uma década € ainda carrega a ideia inicial da
sentencga anterior: ou seja, que existe uma maquina de
Turing U que é universal, no sentido de que o
comportamento de qualquer outra maquina M pode ser
codificado como uma cadeia e(M) tal que U processara
qualquer cadeia da forma (e(M), w) da forma como w
seria processado por M; diagramaticamente, significa

se w =, W' entdo (e(M), w) =, w’
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A Maquina Universal

@ Suponha uma maquina com p cabegas percorrendo uma
Unica fita na qual sdo impressos simbolos do alfabeto 3.

@ A qualquer tempo a caixa de controle estara no estado g
de Q e recebera como entrada os p simbolos percorridos
pelas suas cabegas, isto €, um elemento de (X')P.

@ A saida da unidade de controle é um elemento de
((X')P x M) U {pare}, onde M = I'| | é uma instrugao
possivel as cabecas para mover ao maximo a distancia 1.
@ Entdo, a maquina de Turing é especificada pelas
quintuplas

Qi X q X |
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@ com a Unica diferenca de que os x’s e 0s I's sdo “vetores,”
e que se deve empregar uma convengao para resolver
conflitos se duas cabegas tentam imprimir simbolos
diferentes num Unico “quadrado.”

@ Uma computagdo de tal maquina comega com a atribui¢cdo
de um estado a unidade de controle e a atribuicao das
posigdes iniciais para as cabegas.

@ Como de costume, € assumido que a fita tem no maximo
finitamente muitos quadrados n&o brancos.

@ Entdo a computagéo prossegue normalmente, parando
quando e apenas quando nenhuma quintupla comegando
com g;x; é aplicavel.
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Maquinas de Turing Multicabecas

@ Diz-se que uma cadeia w é aceita por uma maquina de
Turing de 2 cabegas e 2 fitas se, quando w é escrita na fita
1 e a cabega 1 percorre 0 simbolo mais a esquerda de w
no estado qo, € a fita 2 esta inicialmente em branco, M
finalmente para em seu estado de aceitagao g..
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Maquinas de Turing Ndo Deterministicas

@ Teorema: Seja L uma linguagem que possa ser
reconhecida por uma maquina de Turing de k cabegas e k
fitas. Entdo L = T(M) para alguma maquina de Turing de
1 cabeca e 1 fita.

@ Definicao: Uma maquina M é chamada de maquina de
Turing nao deterministica se ela incluir quintuplas que
especifiquem movimentos multiplos para um dado par
estado/simbolo, isto é, se ela € definida como na Definigao
de Maquina de Turing do capitulo 3, exceto que agora ¢
mapeia Q x ¥’ a subconjuntos de Q x ¥’ x {L, S, R}.
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Maquinas de Turing Ndo Deterministicas

@ Diz-se que uma maquina de Turing ndo deterministica M
aceita uma cadeia w se existir alguma cadeia de
transicées da maquina na entrada w que alcanga uma DI
de parada que inclui o estado de aceitacdo q,.

@ A definicdo de aceitacao esta de acordo com a definigao
de aceitacao nao deterministica dada para aceitadores de
estados finitos n&o deterministicos.

@ O préximo resultado mostra que, assim como com 0s
AFNSs, o ndo determinismo nao adiciona poténcia
computacional nova ao modelo deterministico original.

@ (Isto nao é verdadeiro para todas as maquinas que foram
estudadas - autdbmatos de pilha nao deterministicos
(capitulo 2) sdo mais potentes que os autbmatos de pilha
deterministicos.)
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Maquinas de Turing Ndo Deterministicas

@ Teorema: Seja M uma maquina de Turing ndo
deterministica que aceita L. Entao existe uma maquina
deterministica M’ que também aceita L.

@ Teorema: Uma linguagem € do tipo 0 se e somente se ela
for o conjunto de aceitacdo de alguma maquina de Turing.

Jodo Luis G. Ros 012 - SCC-505: IV. Maquinas de Turing e a Teoria da Computabilidade



A Linguagem de Diagonalizagao
O Problema da Parada

Indecidibilidade Problemas Indecidiveis

Sumario

@ Indecidibilidade
@ A Linguagem de Diagonalizagao

Maquinas de Turing e a Teoria da Computabilidade



A Linguagem de Diagonalizagao
O Problema da Parada

Indecidibilidade Problemas Indecidiveis

Uma Linguagem que néo é RE

@ E possivel achar numa enumeragdo de maquinas de
Turing a maquina M;, a “i-ésima maquina de Turing”.

@ Imagine que seu cddigo binario seja w;.

@ Muitos inteiros ndo correspondem a nenhuma maquina de
Turing.

@ Se w; ndo é um codigo de maquina de Turing valido, M;
serd a maquina de Turing com um estado e nenhuma
transicao.

@ Ou seja, M; € uma maquina de Turing que para para
qualquer entrada.

@ Portanto, T(M;) é () se w; falha ao ser um cédigo de uma
maquina de Turing vélida.
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@ Definicao: A linguagem Ly, a linguagem de
diagonalizacao, é o conjunto de cadeias w; tal que w; nao
estd em T(M;).

@ Ou seja, Ly consiste de todas as cadeias w tal que a
maquina de Turing M cujo cddigo é w ndo aceita quando
recebe w como entrada.

@ A razao do nome linguagem de “diagonalizacao” pode ser
entendida através da figura 3.

@ A tabela informa, para todo i (linha) e j (coluna), se a
maquina de Turing M; aceita a cadeia de entrada w;: 1
significa “sim” e 0 significa “ndo”.

@ Pode-se pensar na i-ésima linha como o vetor
caracteristico para a linguagem T(M;); ou seja, os 1’s
nesta linha indicam as cadeias que sao elementos desta
linguagem.
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Indecidibilidade

A WN -

B

Figure : Tabela que representa aceitagao de cadeias por maquinas
de Turing.
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Uma Linguagem que néo é RE

@ Os valores na diagonal dizem se M; aceita w;.

@ Para construir a Ly, complementa-se a diagonal.

@ Por exemplo, se a figura 3 for a tabela correta, entao a
diagonal complementada seria 1, 0, 0, O, ...

@ Portanto, Ly contém wy = )\, ndo contém w» a wy, que Sao
0, 1 e 00, e assim por diante.

@ O truque de complementar a diagonal para construir o
vetor caracteristico de uma linguagem que nédo pode ser a
linguagem que aparece em nenhuma linha é chamado de
diagonalizacao.
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@ Isto funciona porque o complemento da diagonal € ele
préprio um vetor caracteristico que descreve a pertinéncia
em alguma linguagem, a L.

@ Este vetor caracteristico discorda em alguma coluna com
toda linha da tabela.

@ Portanto, o complemento da diagonal ndo pode ser o vetor
caracteristico de nenhuma maquina de Turing.

@ Teorema: Ly ndo é uma linguagem recursivamente
enumeravel (RE). Ou seja, ndo ha nenhuma maquina de
Turing que aceite L.
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Uma Linguagem que néo é RE

@ PROVA: Suponha que Ly seja T(M) para alguma maquina
de Turing M. Como Ly é uma linguagem sobre o alfabeto
{0,1}, M estaria na lista das maquinas de Turing, ja que
esta lista inclui todas as maquinas de Turing com alfabeto
de entrada {0, 1}. Portanto, ha pelo menos um cédigo para
M, por exemplo, M = M;. Agora sera que w; estd em Ly?

o Se w; estd em Ly, entdo M; aceita w;. Mas entdo, pela
definicdo de Ly, w; ndo esta em Ly, porque Ly contém
apenas aqueles w; tal que M; ndo aceita w;.

e Similarmente, se w; ndo estd em L, entdo M; ndo aceita
w;. Portanto, por definicdo de Ly, w; esta em L.

Como w; ndo pode estar e ndo estar em Ly a0 mesmo
tempo, ha uma contradicdo na suposicao de que M existe.
Ou seja, Ly ndo é uma linguagem recursivamente
enumeravel. ¢
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O Problema da Parada

@ Tendo demonstrado a poténcia e flexibilidade de
computagao efetiva, como capturadas nas maquinas de
Turing, mostrar-se-a agora que mesmo esta poténcia e
flexibilidade tém limites.

@ Uma questao muito pratica para o cientista de computacao
€: este programa processara dados da forma pretendida?
@ Mesmo mais fundamental, talvez, do que determinar se ou

nao um programa esta correto é dizer se ou nao ele
terminara, fornecendo a resposta correta.

@ Reescrevendo a ultima questao em termos das maquinas
de Turing, entdo, tem-se o seguinte:
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Definicao

O Problema da Parada: Dada uma maquina de Turing M, com
semantica ¢, € uma cadeia de dados w, p,(w) € definida? Isto
€, M, sempre para se iniciada no estado qq percorrendo o
quadrado mais a esquerda de w?
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O Problema da Parada

@ Seria muito bom se fosse possivel achar algum testador
de parada universal que, quando dado um nimero ne
uma cadeia w, poderia efetivamente dizer se ou néo a
maquina M, sempre parara se sua entrada de dados for w.

@ Entretanto, o teorema 32 dira que tal maquina nao existe.

@ Antes de mostrar que nenhum procedimento efetivo pode
resolver o problema da parada, veja por que o
procedimento ébvio falha.

@ Vai-se pegar a maquina universal U e “roda-la” na fita
(e(Mn), w).

@ Quando ela para, o controle é transferido para uma
sub-rotina que imprime um 1 para significar que a
computacédo de M, em w parou realmente.
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O Problema da Parada

@ Mas quando o controle pode ser transferido para uma
sub-rotina que imprime um 0 para significar que M, nunca
para com os dados w?

@ Depois de muitas simulagdes por U, é possivel concluir
que M, nunca parara em w, ou que, depois de muito
tempo, as computagdes parardao?

@ Esta abordagem claramente falha.

@ Mas para provar que todas as abordagens que tentam
decidir a terminacao algoritmicamente necessariamente
falhardo é tarefa bem menos 6bvia, e para isso deve-se
usar um argumento baseado no argumento diagonal
usado por Cantor para mostrar que nenhuma enumeragao
poderia incluir todos os nimeros reais.
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Argumento diagonal de Cantor

Ei=smmmmmmmmmmmm -
E=EWWWWWWWWWWWW -
E:-mwmwmwmwmwm w -
Es=wmwmwmwmwmm w -
Es=wmmwwmmwm wm w -
Ec=mwmwwmwmwm wim -
EcsmwWwmwwmwwmwm w -
E=wmm Wwin win win wim w -
E;=mmwmwmwmwm wm -
E,(=Wmwmmwwmwwm w -
Ey=wwmwmwm wmim wim -
E=Emwmwwmwmmwmm -

Exswmwwmwmmmmm w -

Figure : Uma ilustracdo do argumento diagonal de Cantor para a
existéncia de conjuntos incontaveis. A sequéncia final (E,) ndo pode
ocorrer em nenhum outro lugar na listagem acima [7].
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O Problema da Parada

O matematico russo Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
provou que 0s numeros reais nao sao contaveis em 1874. Ele
produziu seu famoso “argumento diagonal” em 1890, que deu
uma segunda prova, mais enfatica e interessante, de que os
numeros reais Nao sao contaveis.

@ Para antever o estudo do problema da parada, primeiro
serd fornecido um resultado que relaciona a enumeragao
das maquinas de Turing com a discussao de funcdes
numericas.

@ Lembre-se que uma funcao Turing-computavel ¢ é total se
ela retorna uma saida para toda entrada.
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O Problema da Parada

@ Teorema: Nao existe nenhuma fungao Turing-computavel
total g que enumera as fungdes Turing-computaveis totais
no seguinte sentido: a fungao Turing-computavel ¢ é total
se e somente se v for igual a fungao 4, computada por
Mqy(ny para algum n.

@ Teorema: (A Insolubilidade do Problema da Parada).
Considere a funcao pare : N — N definida como:

are(x) = 1 se My para na entrada X
P ~ 1 0 se My nunca paraem X

Entao pare nao é Turing-computavel.
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O Problema da Parada

@ Antes de provar este resultado, far-se-a algumas
observagoes.

Primeiro, note que pare é uma funcao total com certeza.
Ela tem um valor definido para toda entrada.

O que se esta tentando mostrar é que pare nao é
computavel: ndo existe nenhum método (formalmente
expresso como uma maquina de Turing) para calcular os
valores de pare.

Note também que o Teorema 32 é muito conservador.
Apenas considera-se a ndo computabilidade de Turing.
De fato, se a tese de Church estiver subscrita, pare nao é
computavel por nenhum algoritmo especificado em
qualquer linguagem de programacao.
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O Problema da Parada

@ PROVA DO TEOREMA: Suponha que se construa uma
matriz N x N, estabelecendo a entrada (/,j) para | se a
computacao de ¢;(j) termina, enquanto estabelece-se a 1
caso contrério. Para construir uma fungéo ¢ nao no
conjunto de ¢’s adota-se o argumento diagonal de Cantor:
movendo para baixo na diagonal, “inverte-se as setas,”
dando a ¢(x) o comportamento da parada oposto a ¢x(x):

(x) = 1 se gx(x) ndo € definido
PETZ L ose ©x(x) é definido
Mas isto apenas diz que

1 se pare(x)
o(x) = { 1 se pare(x)

0
1
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O Problema da Parada

@ Agora se pare for computavel, existe certamente uma
maquina de Turing que computa ¢.

@ Entretanto, o argumento diagonal garante que ¢ nao é
computavel, se ¢ for ¢; para algum j ter-se-ia ;(j) = 1 se
©j(f) =L enquanto ¢;(j) =L se ¢;(j) =1 -uma
contradigao.

@ Assim nenhum método de célculo para pare pode existir. ¢

@ Portanto, exibiu-se um problema geral em ciéncia da
computagdo, natural, interessante e valioso, que ndo tem
solucao algoritmica. (Este resultado é extremamente
fundamental e esta fortemente relacionado com o
resultado famoso do légico austriaco Kurt Gédel da
incompletude das teorias formais da aritmética.)
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Teorema da Incompletude de Gédel

Teorema da Incompletude de Godel

O matematico alemao David Hilbert estabeleceu em 1900 que
0s matematicos deveriam buscar expressar a matematica na
forma de um sistema formal, consistente, completo e decidivel.
Em 1931, Gddel provou que o ideal de Hilbert era impossivel
de satisfazer, mesmo no caso da aritmética simples. Este
resultado é conhecido como primeiro teorema da incompletude
de Godel. Mais tarde, em 1939, Turing e Church mostraram
independentemente que nenhum sistema formal consistente
da aritmética é decidivel, nem mesmo a légica de predicados
de primeira ordem, considerado mais fraco, € decidivel [1].
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Problemas Indecidiveis

@ Definicao: Um conjunto S C N é decidivel se a
pertinéncia em S pode ser determinada algoritmicamente.
Isto é, S é decidivel (ou recursivo ou soluvel) se a funcao
caracteristica de S,

(x) = 1 sexe$S

XY= 0 sex¢ S
é Turing-computével.

@ Se S nao é decidivel, diz-se que S é indecidivel, ou
insolUvel ou nao recursivo ou, em casos que requer énfase
consideravel, recursivamente insoluvel.
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Algumas linguagens nao sao decidiveis

Lembre-se da enumeragéo feita com as maquinas de Turing.
Como existem incontaveis linguagens e somente um namero
contéavel de maquinas de Turing (enumeragao), conclui-se que
algumas linguagens nao sao decidiveis por maquinas de
Turing, nem mesmo reconhecidas por maquinas de Turing.
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@ Tem-se um exemplo de um conjunto indecidivel: o
conjunto

K = { n| ¢n(n) retorna um valor }

€ recursivamente insolavel. O préximo resultado mostra
como mapear a indecidibilidade de K na teoria da
linguagem.

@ Definicao: Seja G uma gramatica do tipo 0 sobre algum
alfabeto V U . O problema de deducao para G € o
problema de determinar, dadas as cadeias arbitrarias x, y
em(VUX)* sex=*yemG.

@ Teorema: O problema de deducao para gramaticas do tipo
0 é indecidivel.
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Problemas Indecidiveis

@ Contrastando com o resultado anterior, tem-se o seguinte:

@ Teorema: O problema de dedugéo para gramaticas
sensiveis ao contexto & decidivel.

@ Corolario: O problema de deducao para gramaticas livres
de contexto é decidivel.

@ Definicao: Dada uma classe de gramaticas C, o
problema de esvaziamento para C é o problema de
determinar para G arbitraria em C, se a linguagem L(G) é
vazia.

@ Teorema: O problema de esvaziamento para gramaticas
livres de contexto é decidivel.
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Linguagens Recursivas

@ Linguagens recursivamente enumeraveis (RE) sédo aceitas
(reconhecidas) por maquinas de Turing.
@ Linguagens RE podem ser agrupadas em duas classes:

@ Classe 1 (linguagens recursivas): cada linguagem L
nesta classe tem uma maquina de Turing (pensada como
um algoritmo) que ndo apenas aceita cadeias de L, como
também indica quais cadeias ndo estdo em L através da
parada.

@ Classe 2 (RE mas nao recursivas): cada linguagem L
nesta classe tem uma maquina de Turing (ndo pensada
como um algoritmo) que aceita cadeias de L, mas pode
nao parar quando uma cadeia de entrada ndo esta em L.
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Linguagens Recursivas

@ Definicao: Formalmente, uma linguagem L é recursiva se
L = T(M) para alguma maquina de Turing M tal que:

@ Se w < L, entdo M aceita (e portanto para no estado de
aceitacao).

@ Se w ¢ L, entdo M rejeita (para num estado de néo
aceitagdo).

@ Uma maquina de Turing deste tipo corresponde a nogao
formal de algoritmo.

@ Uma dada linguagem L, pensada como um problema, é
chamada de decidivel se L € uma linguagem recursiva; e
indecidivel caso contrario.

@ A existéncia ou ndo existéncia de um algoritmo para
resolver o problema (isto €, o problema € decidivel ou
indecidivel) € mais importante do que a existéncia de uma
maquina de Turing para resolver o problema.
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Problemas decidiveis

A classe de problemas decidiveis é equivalente a classe das
linguagens recursivas.

Problemas parcialmente decidiveis

A classe dos problemas parcialmente decidiveis é
equivalente a classe das linguagens recursivamente
enumeraveis.
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Decidibilidade e Aceitabilidade

A nocao de decidibilidade é mais restrita que a de
aceitabilidade (ser reconhecivel), uma vez que neste Gltimo
caso, é permitido que a maquina de Turing nunca pare.

Decidibilidade = Algoritmo.
Aceitabilidade = Procedimento.

Reconhecedores sdo mais poderosos que decididores.
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A Linguagem Universal

@ Definicao: A linguagem universal L, é o conjunto de
cadeias binarias, que codificam um par (M, w), onde M é
uma maquina de Turing com o alfabeto de entrada binario
e w é uma cadeia em (0 + 1)*, tal que w estd em T(M).
Ou seja, L, é o conjunto de cadeias que representam uma
maquina de Turing e uma entrada aceita por esta maquina
de Turing. A maquina de Turing universal U processa
Ly, ouseja, L, = T(U).

@ L, nao é recursiva, apesar de ser uma linguagem RE.
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Linguagens Recursivas, RE e ndo-RE

RE but not
Recursive

Figure : Relacionamento entre linguagens recursivas, RE e ndo-RE.
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