Maquinas de Turing

Mdquinas de Turing podem fazer tudo o que um
computador real faz.

Porém, mesmo uma Mdquina de Turing ndo pode
resolver certos problemas. Estes problemas estdo além
dos limites tedricos da computagdo



Historia

+ Turing (1936): Mdquinas de Turing como modelo de
fungdo computavel.

+ Tese de Church-Turing: qualquer modelo geral de
computagdo permite calcular as mesmas fungoes (ou,
tudo o que se pode computar coincide com as linguagens
reconhecidas pelas Mdquinas de Turing).



Mdquina de Turing

. E uma mdquina de estados finitos, M,
que reconhece uma linguagem, a L(M)

» Ou seja, dada uma cadeia, apdés uma
sequéncia de mudangas de estados, a
M eventualmente para com a resposta
SIM, se a cadeia pertence a L(M), ou
NAO, se ndo pertence.



Mdquina de Turing

Controle
finito

a; a, a .. a, BB ..

Inicialmente, a entrada é colocada na fita infinita. Todas
as outras células tém um simbolo especial da fita, B
(branco).

A cabega da fita fica posicionada em uma das células. No
inicio, a cabega estd posicionada na célula mais a
esquerda que contém a entrada.



Um movimento da MT é uma funcdo do
estado do controle finito e do simbolo
atual da fita. Em um movimento, a MT:

1. Mudard de estado (opcionalmente para o
mesmo).

2. Gravarda um simbolo de fita na célula
atual, substituindo o existente (podendo
ser o mesmo).

3. Movimentara (necessariamente) a
cabeca da fita uma célula a esquerda ou
a direita.



+ Uma vez iniciados 0s movimentos, a
MT so para se ndo houver um
movimento previsto, ou seja, se para o
estado e o simbolo atuais, ndo ha um
movimento previsto.

» Para indicar a aceitacdo de uma
cadeia, quando a MT parar, ela deve
estar num estado de aceitacdo - ou
estado final.

*+ Se, ao parar, a MT ndo estiver num
estado final, entdo a MT rejeita a
cadeia de entrada.



MT: notacdo formal
M = (Q, >, I', o, go, F)

Q=conj. finito de

C,o rfrrole estados;
finito F = conj. estados
finais (de aceitagdo)
[ = alfabeto finito
da fita
cabec¢a da fita
Q a, .. a .. a, B B ..

> = alfabeto finito
de entrada



Mdquina de Turing

Os movimentos da MT sdo definidos por
uma Funcdo de transicdo &:

5 : QxI'> QxTI x{LR}

Ou seja, (g,a) = (p,b,0) onde:

* p € o proximo estado em Q;

» b é o simbolo que substituird ana fita;

» D é uma diregdo (esquerda ou direita)
em que a cabega da fita ird se mover.



A linguagem de uma MT

- Intuitivamente: a cadeia de entrada é colocada ha

fita, e a cabeca da fita comeca ho simbolo mais a
esquerda da cadeia. Se a MT parar eventualmente
num estado de aceitacdo (de F), a entrada € dita
aceita ou reconhecida, caso contrario, ndo.

* Assim, a Linguagem L(M) Aceita ou Reconhecida
por uma MT, M = (Q, 2, T, 5, qo, F), €0 conjunto de
cadeias W = wyw,...w, em >* tais que 5(q, wy) leva a
uma sequéncia de ’rransugoes que culminem num
estado p de F (aceitagdo por estado final). Ndo
importa o conteddo final da fita neste caso!



A linguagem de uma MT

» As linguagens aceitas por MT sdo
também chamadas de /inguagens
recursivamente enumerdveis (LRE)

» Pela Tese de Church, as funcoes
computadveis coincidem com as LRE



MT e sua parada

- Ha uma outra nogdo de “aceitagdo” para MT: a
aceitagdo por parada. Em geral, usada quando o
conteddo final da fita representa alguma
resposta ao problema que a MT representa.

‘Dizemos que uma MT para se ela entra em um
estado q, olhando um simbolo de fita a, e ndo
existe qualquer movimento previsto nessa
situacgdo, i.e., 5(q,a) € indefinida. Ndo se define o
conjunto de estados finais F nesse caso.
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Usos de uma MT

» como reconhecedor de linguagens

» para calcular fungoes (resolver
problemas)



Usos de uma MT

» como reconhecedor de linguagens

(A linguagem corresponde ao conjunto de
instancias que geram resposta SIM ao
problema de decisdo associado: esta cadeia
pertence a linguagem L(M)? ou esta € uma
solugao do problema?)

* para calcular fungoes
(equivale ao problema propriamente dito)




Exemplo

» Vamos projetar uma MT para reconhecer
L = {O"1n | n>1}
Ou seja, para toda entrada de cadeias de Os seguidos de

1s, em igual ndmero, a MT deve parar num estado final.

Para as demais cadeias bindrias, deve parar num
estado ndo final.

Ex.: 01, 0011, 000111 fazem parar num estado final;
1,10, 001, 1010 fazem parar num estado ndo final.

Fita inicial: 000...1118BBBBR

f

» Estratégia: em cada passo, a MT trocard um O por
um X, e depois um 1 por um Y, até todos os Os e 1s
terem sido trocados aos pares.
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Exemplo

- Estratégia: em cada passo, a MT trocard um O por
um X, e depois um 1 por um Y, até todos os Os e 1s
terem sido trocados aos pares.

Em cada passo, da esq. para dir., ela troca um O por X e vai para a
direita, ignorando Os e Ys até encontrar 1. Trocaesse 1 por Y e
se move para a esquerda, ignorando Ys e Os, até encontrar um X.
Procura um O a direita e troca por X, repetindo o processo.

Se a entrada ndo for da forma 0"1" eventualmente a MT ndo vai
ter um movimento previsto (previmos apenas os movimentos para
cadeias vdlidas) e vai parar sem aceitar, ou seja, num estado que
ndo ¢ de F.

Se, por outro lado, na busca por mais um O, ela sé encontrar Xs e
Ys, entdo ela descobre que deve aceitar a entrada, e vai para um
estado final. 15



Diagrama de Transigdo
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M = ({q0,q1,4q2 43,94}, {0,1}, {0,1,X,Y B}, 3, q0, {q4})

Estado 0 1 X Y B
— qo (@1 XR) - - (@YR) -

ql (@1O0R) (g2YyL) -  (@YR) -

q2 (q2,0L) - (@ XR) (q2YL) -

q3 -- — - (q3YR) (q4BR)

q4* -- -- -- —- --

Verifique se a cadeia 000111 é aceita



Complexidade de uma MT

* A complexidade do algoritmo subjacente a
uma MT é dada pelo nimero de passos
(mudancas de estado) sobre a cadeia de
entrada.

- Equivale a quantas vezes a MT I€ ou passa por
cada célula onde esta a cadeia de entrada.
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* Qual é a complexidade da MT que
reconhece L = {On1n | n>1} ?

- Se n é o tamanho da cadeia de entrada;

* (a) Em cada passo, busca-se um 0 e um 1 na
cadeia, portanto, no mdximo todos os
simbolos da cadeia sdo lidos;

» (b) O ndmero de passos é fungdo do nimero
de pares de O e 1, ou seja, do tamanho da
cadeia.

* Logo, (a) * (b) = O(n?)
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Exercicio

Construa uma MT para reconhecer cadeias de
L={w#w | w € {0,1}*}

Estdgios para a resolugdo:

Verifique (em zigue-zague) se antes e depois do #
existem os mesmos simbolos, cc rejeite.

Ao checar um simbolo, marque-o (use um X por
exemplo) para ter controle sobre os que estdo sendo
analisados hum dado momento.

Quando todos os da esquerda forem checados (com X)
verifique se existe algum simbolo a direita ainda ndo
checado. Se houver, rejeite; cc aceite.

Complexidade: Por raciocinio andlogo ao anterior, O(n?)
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MT como um processador de
funcdes inteiras

* Tradicionalmente, os inteiros sdo representados
em vocabulario undrio.

» O inteiro i >= 0 € representado pela cadeia O*

* Se a fungdo tem k argumentos (iy, iy, ..., i) entdo
esses inteiros sdo colocados na fita separados
por 1° s como:

01 102 1..10k

» O inverso fambém é possivel.

+ Se a mdquina para (ndo importa em que estado)
com a fita consistindo de O™ para algum m, entdo

dizemos que f(iy,i,,...i,) = m, onde f € uma fungdo
de k argumentos computados por essa MT.



Exemplo: MT que soma dois
nimeros naturais, a + b

- Conteldo inicial da Fita: 0291 0% B...

* Quando a MT parar, o conteddo da fita dever ser:
Qab B....

* Processo:

+ Ler o O mais a esquerda, mantendo-o como O, e mover
a direita até encontrar o 1.

» Substitua o 1 por O (nesse momento a cadeia da fita é
Qab+1 Continue movendo a direita sem mudar a fita,
até que um B seja encontrado.

* Mantenha o B e mova a esquerda para encontrar o
dltimo O mais a direita.

» Substitua esse O por B. O resultado € B0
* Qual é a complexidade desse algoritmo?
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Exemplo: MT que multiplica um
ndmero natural por 2: a * 2

- Conteldo inicial da Fita: 0 B...

* Quando a MT parar, o conteddo da fita dever ser:
Qaa B ..

- Sugestao:

* Grave 1 depois do dltimo O.

- Grave o mesmo numero de Os da entrada, a direita do

1. Haverad necessidade de substituir os Os originais
por X, p.ex.

» Substitua o 1 por O (nesse momento a cadeia da fita é
Xa0a2+1)  Continue movendo a direita sem mudar a fita,
até que um B seja encontrado.

* Mantenha o B e mova a esquerda para encontrar o
dltimo O mais a direita. Substitua esse O por B, para
obter X0¢,

» Substitua todos os X por 0. O resultado é 0+



0/0R 0/0L

B/1L eof/eof R O/X

X/0 R I/IR O/OR

eof/eof R

1/0R

L
OAOL YL <

D >
B/B,L 0/0R 26




* F é vazio se a MT computa uma
funcdo.

* F € relevante quando a MT € usada
para reconhecer uma linguagem.
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Ex. Uma MT para reconhecer a Linguagem

L ={ab"c" | n>0}

Exemplos:

Pertence a L: I aaabbbccc
Nao /Def'feﬂce d L. I aaabbcccc
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A Mdquina deTuring

1. Q ={90.91.92.93.94.9.}
2. ={ab,c}

3.T'={ab,c,BXY,Z}
4. 6 a sequir.
5. gy~ 0 estado inicial

6. F={q..}
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Ideia: em cada passo, reconhecer um a, um b e um c,

substituindo-os por X, Y e Z, respectivamente.

YsY, R/\ b—b, R
R *\R/%%Z R
T~

58,5/ o xR /{L

b—b, L

Y>XR q\D a—a, L

Y-V, L

B>B R 4\) -7, L
—Y,R

/—>7,R
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Exercicios

1) Construir uma MT que decida se uma
sequéncia de parénteses é bem formada.

Dica: considere que a cadeia de parénteses é
limitada por 2 A”s (um a esq. e outro a direita).

» Ideia: Em cada passo, procure por um ) e substitua
por X; em sequida, volte a esquerda procurando o (
mais proximo para substituir por X também.

A entrada serd aceita se num certo passo ndo.
houver mais ) para marcar e sé restar Xs na fita.

2) Construir uma MT tal que, dada uma cadeiaw
pertencente a {0,1}*, duplique w. Quando a maquina
]Eqracri', a fita deve conter w#w sendo que # indica

im de w.



Exercicio

Faca uma MT que reconhega Ll = {x | x
{a,b,c}* e x € uma permutagdo de a"b"c"
para algum n >= O}

Exs.: aabbcc babacc X

bca aabcce X
cccaaabbb aacc X
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