Lema do Bombeamento
Linguagens reqgulares e ndo-regulares



Lema do Bombeamento para LR

« Como decidir gue uma linguagem nao é regular?

— Toda linguagem regular satisfaz o Lema do
bombeamento (LB). Lemas sao artefatos praticos, bons
para provas.

— Se alguém apresenta a vocé uma LR falsa, use o LB
para mostrar a contradicao, pois ela nao vai satizfazer o
LB.

* Veja que toda cadeia maior que o numero de
estados do AF forca um estado do AF a se
repetir...



* O lema do bombeamento (Pumping Lemma) nos diz
que:
— ualquer cadelia suficientemente longa z de uma LR
pode ser decomposta em 3 partes:

— Z = uvw, de maneira que podemos construir outras
cadeias da linguagem pela repeticao da parte central v.

« Todas as cadeias da forma u v' w sdo também da
linguagem.
— Ou seja, podemos acionar a bomba quantas vezes

guisermos, para criar guantas sentencas novas da
linguagem desejarmos: uw, Uvvw, Uvvvw, ...



Mostrando que uma Linguagem ndo é Regular

» Para mostrar que uma linguagem ndo é
regular, mostramos que

- ndo ha como decompor uma cadeia (qualquer,
arbitrariamente longa) da linguagem de
forma que seja possivel bombear e continuar
na linguagem.

- Usamos ele para mostrar que CERTAS
linguagens ndo sdo regulares. E sdo MUITAS
para as quais aplicamos.



E para LR?

- Entretanto, o lema ndo da uma condicdo
suficiente para a linguagem ser regular,

- pois para algumas ndo regulares o lema é
verdadeiro.

- Assim, o lema ndo pode ser usado para
PROVAR que uma linguagem ¢ regular,
embora ele seja aplicavel/verdadeiro para
todas as LR"s.

» Todavia, se o lema se aplica, nds podemos

facilmente construir o AF que reconhece a
linguagem, entdo dizemos que ela € regular.



Se L e uma linguagem regular, entao:
existe uma constante natural n tal que,

paratoda cadela z de L com comprimento
maior ou igual a n (n € chamada “tamanho do
bombeamento™) , pode ser decomposta em
trés cadeias u, v, w

(z =uvw) de forma que
luv| <n
v#EA(istoe, |v|>=1)e
para qualqueri20,u Vv'w e L (veja que
1=0 significa remover V).

Observem a afirmacgdo acima: existe uma



Leramma.

For every regular language I,
there exasts a nareber po= 1 such that

for every word w & L wath at least p letters
there exast x, v, = wath w = xy=z and |v] = U and o7 = p such that
for every mumber 1= 0

wv 'z el



Demonstracao (simplificada): Basela-se no fato
de que para as cadeias longas z € necessario
usar pelo menos um loop de estados num AFD
gue aceite a linguagem.

Assim, os simbolos de u sao usados para
chegarmos a um estado g do loop;

0s simbolos de v sao usados para dar a volta no
loop, de volta ao estado q;

os simbolos de w sao usados parair de g até um
estado final.

Portanto, podemos dar quantas voltas no loop
guisermos, e repetir vum numero qualquer i de
vezes: u v' w.

As cadelas curtas (comprimento <n) nao
sao consideradas porgue podem ser
aceitas sem passar por nenhum loop.



Exemplo de demonstragdo do lema
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* Pelo Lema do Bombeamento, temos que:

* n =4 (depende da linguagem, pois depende
do nimero de estados)

 Para z = abbba |z| =5>= 4
- q=ql
-uUu=a
-v=bb |uv|<=4; |v]>=1
- w = ba

Para todo i >= O a (bb)' ba € L1 pois L1 = {ab"a
| n>=1e impar} ou {ab®™!a | n>=0}



* Mostrem o lema se aplica para L2 =
{abc d" cba | n>= 0}, que é regular



AF para L2
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» Pelo Lema do Bombeamento, temos que:

* n =7 (depende da linguagem, pois depende do
nimero de estados)

 Para z =abcdcba |z| =7>=7
-q=43
- u=abc
-v=d |uv|<«=7;|v|>=1
- w = cba

- (ou z = abecddcba; |z| =8 >=7; abc (dd) ' cba € L2,
1>=0 )

* Para todo i >= 0 abc (d)' cba € L2 pois L2 = {abc
dncba | n >=0}



» Pode ser usado o nidmero de estados
do AF que estamos trabalhando, para
a demonstragdo de que o lema se
aplica para uma LR.

» Observem que podemos ter varios AF
para reconhecer uma dada LR.



» Esta linguagem pode ser bombeada com n = 4.
- Sejaw = Xyz

Suponha que w=uuRvtem comprimento de pelo
menos 4, por exemplo, 0011

+ Se vtem tamanho 1, entdo |v| 2 2 e y pode ser
0 primeiro caractere em V.

- x=00;y=1,z=1
+ |xy| <=4 OK, pois 3 <= 4
- |yl <=1 0K, pois |y| =1

+ 001" 1 e L para qualquer i >= 0 OK, pois 001 € L;
0011 e L; 00111 € L e assim por diante.



Provando que L ndo é regular

L={a'b'|i=0} (Javimos quelL éumLLC.)

Vamos mostrar, por contradicao, que L nao é
regular.

Suponha que L é regular. Se L é regular, o Lema

O

C
0
0

0 Bombeamento se aplica, e existe n tal que a
ecomposicao descrita pode ser realizada para
ualquer cadeia de comprimento igual ou maior
ue n.



» Serdo apresentadas 3 formas de
prova, ou seja, 3 explicagoes



z = a"b"

Z = uvw onde:

luv| <= n |v| >=1e

para todo i>= O uviw € palavra de L

O que é absurdo pois como |uv| <=

uv € composta exclusivamente por'
a’s. Nesse caso, uv°w ndo pertence a
L pois ndo possui 0 mesmo himero de
aeb.



OU (Prova 2)

Sejak=n+1.

Considere a cadeia z = akb* . Qualquer decomposi¢éo z
= uvw deve ter em v 0 mesmo numero de a’s e de

b’s, para que a propriedade de que o numero de a’s €
|gual ao de b’s se mantenha nas cadeias u v' w.

* Se ISs0 nao acontecer, quando acrescentarmos mais
um v (aumentando | de 1), obteremos uma cadeia fora
da linguagem. Portanto, v deve ser da forma a' b, com
] >0, jJa que v nao pode ser vazia.

+ Mas nesse caso, u v2 w contera a cadeia a b a b,
com pelo menos um a e depois um b, o0 que nao pode
acontecer na linguagem.

 Ou seja, nenhuma decomposic¢ao € possivel,
contrariando o Lema, e podemos concluir que L nao e
regular.



OU (Prova 3)

Considere a cadeira z = O"1"; z pode ser dividida em 3
pedagos = uvw onde para i >= O a cadeia uv'w pertence a L.
Vamos considerar 3 casos para mostrar que este resultado é
impossivel:

1) a cadeia v consiste somente de 0" s. Neste caso, a cadeia
uvvw tem mais 0" s do que 1 violando o LB.

2) a cadeia v consiste somente de 1”s. Este caso também da
uma contradicdo.

3) a cadeia v consiste de 0"s e 1”s. Neste caso a cadeia uvvw
tem o mesmo nimero de O s e 1°s mas ndo estdo na ordem
desejada pois v = 0101. E assim ela ndo € membro de L o que
€ uma contradicdo.

A contradicdo € inevitavel se nds aceitamos a suposi¢do de
que B é regular. Assim, B ndo € regular.



Mostre que as linguagens abaixo nao sao regulares:

1)
2)
3)
4)
o)

L ={0"1°" | n >= 1}

L={xx"|xe{0,1}*}

L ={0"10" | n >= 1}

L ={0"1M2"| n e m sao inteiros quaisquer}
L ={0"1™| n <= m}

Links Uteis:

www.eas.asu.edu/~cse355fa/cse355a-spring04/class-
notes/fritz2-26.doc


http://www.cs.nuim.ie/~jpower/Courses/parsing/node19.html
http://www.cs.nuim.ie/~jpower/Courses/parsing/node19.html
http://www.cse.msu.edu/~torng/460/Homework/sphw10.html
http://www.cse.msu.edu/~torng/460/Homework/sphw10.html

L = {w | w tem um ndmero igual de ocorréncias de
subcadeias 01 e 10 e somente elas}.

Por exemplo, 101 € a L pois contém 1 ocorréncia de 01
%Ouma deo %O MAS 1010 ndo pertence pois contém dois
e um O1.

010 também pertence e 0101 ndo.

Cadeias que pertencem a linguagem sdo:
- 101, 10101, 1010101, .....,
- 010, 01010,0101010.....

Embora possa parecer que a mdquina precise contar
as cadeias acima como na linguagem O"1", podemos
estar errados...



Uma das solugdes é a unido de 2 AF’ s

JJJJJJ



n-4
+ Paraz=01010 |z]| =5>= 4
- q=q1
-u=0
-v=10 Juv|<=4;|v|>=1
-w=10
- Paratodoi>=0(10) 10 e L

+ Para z=10101 |z| =5>= 4
- q=9d
-u=1
-v=01 Juv|<=4;|v|»>=1
- w=01
- Paratodoi>=1(01)I01 L



* Verifiquem como o JFLAP frata o
lema do bombeamento:
- Um jogo de adversdrios (humano,
mdquina)
- Utilizem o jogo para exercitar a prova de
que as vdrias linguagens la disponiveis ndo
sdo LR.



