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Arvore de Recorréncia

» Cada no representa o custo de um subproblema contido
no conjunto de chamadas recursivas.

» Obtém-se o custo de cada nivel da arvore. A seguir, soma-
se todos esses custos a fim de determinar o custo total
da recorrencia.

» Arvores de recorrencia sao particularmente uteis quando
a recorréncia descreve o tempo de um algoritmo de
divisao e conquista.



Exemplo: MergeSort
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Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1
= 2(2F(n—2)+1)+1



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1
= 2(2F(n—2)+1)+1
= 4F(n—2)+3



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1
= 2(2F(n—-2)+1)+1
= 4F(n—2)+3

= 2F(n—j)+2 -1



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1
= 2(2F(n—2)+1)+1
= 4F(n—2)+3

= 2F(n—j)+2 -1
= v lpa) 427t -1,



Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) = 2F(n—1)+1
= 2(2F(n—2)+1)+1
= 4F(n—2)+3

= 2F(n—j)+2 -1
= v lpa) 427t -1,

F(n)=2"-1  paratodon > 1.
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Solucao de recorréncias

Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia
F(n)=2F(n—1)+1

para todo n > 2.

F(n) e O(2")

|

F(n)=2"-1  paratodon > 1.
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Solucao de recorréncias

Mostre por inducao que:

F(n)=2"—-1  paratodon > 1.
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Solucao de recorréncias

Mostre por inducao que:

F(n)=2"-1 para todo n > 1.

F)=2"-1=1
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Solucao de recorréncias

Mostre por inducao que:

F(n)=2"-1 para todo n > 1.
FQ) = 2'—1=1

Se F(n) =2" -1 entdo devemos mostrar que F(n+1)=2""-1 :
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Solucao de recorréncias

Mostre por inducao que:

F(n)=2"—-1  paratodon > 1.
F()=2"-1=1

Se F(n) =2" -1 entdo devemos mostrar que F(n+1)=2""-1 :
F(n+1)=2F(n)+1
=2(2"-1+1
=2"™_2+1
— 2n+1 _1
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Solucao de recorréncias

4

F(n)=2F(|n/2|)+n
para todo n > 2.
F(1)=1
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Solucao de recorréncias

» Outro exemplo:

F(n)=2F(|n/2|)+n
para todo n > 2.
F(1)=1

Essa recorréncia € mais facil de ser compreendida quando n é poténcia de 2.
Nesse caso, |n/2] sereduzan/2 .
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(29) = 2F (297 1y 4+ 2
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(27)

2F(2771) 4 27
= 22p(2772) 42101 L 9J
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(2) = 2F (277142
= 22F(277%) 4 212771 L 99
= (73 4220772 L 9loiml 4 93
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(27) 2F(2771) 427
= 22p(2972) 421271 L 93
= P F(2773) 4229972 4 9loi—l 4 97

= 27F(2%) 4 2 1ot .. 220972 4 9loil 909
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(29) 2F(2771) 427

= 22F(2972) 4212971 L 93

= PF(F) 4220072 L oloiml 4 o

= 27F(20) 4 27712t 4 ... 920772 4 oloi—1 4 9097
= 2790 4 9719l 4 4 920772 9loi=l 9097
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(27) 2 (2971 27

= 22pF(2972) 42297t L 9I

= (277 4220772 L 9loiml 4 93

— Q;F'F(Qﬂ) 4 9i—191 4ot 92972 n 9lgj—1 i 9097
= 2790 4 97719l 4 ... 920772 4 9loi=1 4 9097

= (+1)2
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(27) 2F(2971) 427

= 22F(2972) 4212971 93

= (277 4220972 L oloiml 4 9d

= 2020 427712t ... 020972 4 ol9iml 4 909i
= 2790 yoimlol 4 .. 920072 4 9loi=l 4 909

= (j+1)?

= 2+ 2.
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(27) 2F(2971) 427

= 22F(2972) 4212971 93

= (277 4220972 L oloiml 4 9d

= 2020 427712t ... 020972 4 ol9iml 4 909i
= 2790 yoimlol 4 .. 920072 4 9loi=l 4 909

= (j+1)¥
= 2+ 2.

\

Exercicio: Prove, por inducéo em |
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Solucao de recorréncias

Se n = 27, temos

F(2) 2F (2771 427

= 22F(2772%) 4212971 L 97

= (277 4220972 L oloiml 4 9d

= 2020 427712t ... 020972 4 ol9iml 4 909i
= 92990 yoi=1lol L . 4 920772 | 9loi=1 | 909

= (j+1)?

= jV 4+ 2

Como2 =n, F(n)=nlgn+n

26 lgn=log, n



Solucao de recorréncias

» Embora esta formula so se aplique as poténcias de 2,
podemos usa-la para obter cotas superior e inferior
validas para todo n suficientemente grande.

» O primeiro passo nessa diregao e verificar que F
crescente, ou seja, que

F(n)< F(n+1)

» Fica como exercicio.
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Solucao de recorréncias

Tome o tnico j em N tal que 2 < n < 201

Sabemos que F(n) < F(2/+1)
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Solucao de recorréncias

Tome o tnico j em N tal que 2 < n < 201
Sabemos que F(n) < F(2/*1h)

Jaque F(27) = (j+1)27 entdo:
F(2t1) = (j 4 2)27! < 3529+ = 652
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Solucao de recorréncias
Tome o tnico j em N tal que 2 < n < 201
Sabemos que F(n) < F(2/*1h)

Jaque F(27) = (j+1)27 entdo:
F(2t1) = (j 4 2)27! < 3529+ = 652

Como j <lgn ,tem-se:
6727 < 6nlgn
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Solucao de recorréncias

Tome o tnico j em N tal que 2 < n < 201

Sabemos que F(n) < F(2/+1)

Jaque F(27) = (j+1)27 entdo:
F(2t1) = (j 4 2)27! < 3529+ = 652

Como j <lgn ,tem-se:
6727 < 6nlgn

/ Cota superior

Portanto, F(n) < 6nlgn para todo n > 2.
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Solucao de recorréncias

Cota inferior: F(n) > inlgn paratodo n > 2.
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Solucao de recorréncias

Cota inferior: F(n) > inlgn paratodo n > 2.

Tome o tnico j em N tal que 27 < n < 2711,
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Solucao de recorréncias

Cota inferior: F(n) > inlgn paratodo n > 2.

Tome o tnico j em N tal que 27 < n < 2711,

Fn) = F(2) = (j+ D2 = 4 + 1)2/*!
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Solucao de recorréncias

Cota inferior: F(n) > inlgn paratodo n > 2.
Tome o tnico j em N tal que 27 < n < 2711,
F(n) > F(27) = (j + 1)27 = §(j + 12!

Como lgn < j + 1, temos %(} + 1)25’;le > %n lg n.

35



Solucao de recorréncias

Cota inferior: F(n) > inlgn paratodo n > 2.

Tome o tnico j em N tal que 27 < n < 2711,

Fn) = F(2) = (j+ D2 = 4 + 1)2/*!

Como lgn < j + 1, temos %(} + 1)25’;le > %n lg n.
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Teorema mestre

Sejamaz=1,b22, k20 en,=1numeros naturais, e seja c um numero real
estritamente positivo:

F(n)=a F(%) +cn®

— 1 2 3
para n = nybt, nyb%, nyb3, ...
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Teorema mestre

Sejamaz=1,b22, k20 en,=1numeros naturais, e seja c um numero real
estritamente positivo:

F(n) =a F(%) +cn®
paran =ngb!, nyb%, nyb3, ...
Suponha que F(n) é assintoticamente ndo decrescente, entao:

selga/lgh > kentdo F estd em O(n'2/127),
selga/lgh = kentdo F esta em O(n*1gn),

selga/lgh < kentdao F estd em O(n*).
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Teorema mestre

Sejamaz=1,b22, k20 en,=1numeros naturais, e seja c um numero real
estritamente positivo:

F(n) =a F(%) +cn®
paran =ngb!, nyb%, nyb3, ...
Suponha que F(n) é assintoticamente ndo decrescente, entao:

selga/lgh > kentdo F estd em ©(n'2/127),
selga/lgh = kentdo F esta em O(n*1gn),

selga/lgh < kentdao F estd em O(n*).
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Teorema mestre

Exemplo 1:

F(n)=F(|n/2|)4+2F(|n/2])+ cn paratodon > 2
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Teorema mestre

Exemplo 1:

F(n)=F(|n/2|)4+2F(|n/2])+ cn paratodon > 2
F(n)=3F(n/2)+cn
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Teorema mestre

Exemplo 1:

F(n)=F(|n/2|)4+2F([n/2])+ cn paratodon > 2
F(n)=3F(n/2)+cn

i
PN W

——— Iga/lgb=Ig3/lg2>1=Kk

AN O
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Teorema mestre

Exemplo 1:
F(n)=F(|n/2|)4+2F([n/2])+ cn paratodon > 2
F(n)=3F(n/2)+cn

1
PN W

——— Iga/lgb=Ig3/lg2>1=Kk

AN O

Entdo @(nlgallgb) _ ®(n|g3/|92) _ @(n|93) ~ @(n1,6)
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Teorema mestre

F(n) = aF(Ln/?J) + enk para todon > 1

a > 2k
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Teorema mestre

F(n) = aF(Ln/?J) + enk para todon > 1
a > 2k
a>2"
b=2 —— lga>k
lga/lg2>Kk
lga/lgh >k
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Teorema mestre

F(n) = aF(Ln/’QJ) + enk para todon > 1

a > 2k
a> 2"
b=2 —— lga>k
lga/lg2>Kk
lga/lgh >k

Entdo @(nlgallgb) _ @(nlga/IgZ) _ @(nlga)
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Analise probabilistica

» Exemplo:

Suponha dado um vetor A[1..n] que contém uma permutacéo de
1..n. Considere o problema de encontrar o valor maximo do
vetor A[1..n]. O seguinte algoritmo resolve o problema:

Mivmao (A, 1)

1 max—0

2 paralcrescendo de 1 até n faca
3 se Ali] = max

4 entdo max «— Al

5 devolva max
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Analise probabilistica

» Exemplo:

Suponha dado um vetor A[1..n] que contém uma permutacéo de

1..n. Considere o problema de encontrar o valor maximo do
vetor A[1..n]. O seguinte algoritmo resolve o problema:

Mivmao (A, 1)

1 max—0

2 paralcrescendo de 1 até n faca _ 3
Quantas vezes alinha 4 e

3 se Al1] > max executada?

4 entdo max «— Al No pior caso, n vezes.

5 devolva max No mglhor caso, uma vez.
Na média? Sera que € n/2?
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Analise probabilistica

» Seja X a variavel aleatoria que da o numero total de execucoes
da linha 4 quando A[1..n] € uma permutacao aleatoria uniforme
de 1..n

» Cada permutacao tem probabilidade 1/n!

49



Analise probabilistica

» Seja X a variavel aleatoria que da o numero total de execucdes
da linha 4 quando A[1..n] € uma permutacao aleatoria uniforme
de 1..n

» Cada permutacado tem probabilidade 1/n!

» Queremos calcular a esperanca (valor esperado) E[X] da
variavel X.

» Por definigdo, essa esperanca ¢ a soma ) ;. K Pr{X=Kk],
sendo Pr[X=k] a probabilidade de que a linha 4 seja executada
exatamente Kk vezes.
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Analise probabilistica

» E mais facil fazer os calculos a partir das variaveis X; definidas
a seguir

» Avariavel X eigualasoma X, + ...+ X, sendo cada X; a

variavel aleatoria definida como:
Se "max «— A[i]" é executado, entdo X; = 1, sendo X; = 0.

51



Analise probabilistica

» E mais facil fazer os calculos a partir das variaveis X; definidas
a seguir

» Avariavel X éigualasoma X, + ...+ X, sendo cada X; a
variavel aleatoria definida como:
Se "max «— A[i]" é executado, entdo X; = 1, sendo X; = 0.

» O valor esperado de X; é igual a probabilidade de que A[i] seja
maximo em A[1..i]:
E[X] = 1/i.
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Analise probabilistica

» Pela linearidade da esperanca,
E[X] = E[X,] + E[X,] + ... + E[X,]
E[X]=1/1+1/2+ ...+ 1/n
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Analise probabilistica

» Pela linearidade da esperanca,
E[X] = E[X,] + E[X,] + ... + E[X]
E[X]=1/1+1/2+ ...+ 1/n

» Como 1/1+1/2+...+1/n ficaentre Inn e Inn + 1,
E[X] esta em O(In n)
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Analise probabilistica

» Pela linearidade da esperanca,
E[X] = E[X,] + E[X,] + ... + E[X]
E[X]=1/1+1/2+ ...+ 1/n

» Como 1/1+1/2+...+1/n ficaentre Inn e Inn + 1,
E[X] esta em O(In n)
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Analise probabilistica

12

—/1+1/2+.. +1/n
Inn
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Analise probabilistica

» Tarefa para casa:

Encontrar a prova de que
Inn < 1/1+12+...+41/n < Inn+1
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Créditos

» Aula baseada no material do prof. Paulo Feofiloff:
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http://www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/

