Algoritmo de Metropolis-Hastings por componentes
2020

Um vetor aleatério (X7, XQ)T tem funcdo densidade

(z122)° (1 1

f(x1,22) X

xo—1
ori—1 — 2z1) exp ( — (533‘1 + 7.732)), (1)

se 1 >0 e xy > 0; f(x1,22) =0, caso contrario.

Sera apresentado um gerador de amostras do vetor (X, X3)' em linguagem R.

# Separador decimal: ","
options(OutDec = ",")

A partir da expressao (1), as distribuigdes condicionais completas tém fungoes densidade tais que

Ao = flanken) x 52 (1= 5) exp(-sa) 2
fa(z2) = f(aa]2y) o< x5 (1 - 2;) 2 exp(—Txa). (3)

Os niticleos das fungdes em (2) e (3) nao correspondem a distribui¢oes conhecidas, pelo menos de imediato
(vide Nota 2, pag. 11). Os gréficos abaixo correspondem a xo = 1 e 21 = 1, respectivamente.

# Nicleos das distribuicdes condicionais completas
f1 <- function(xl, x2) {

return(x1”5 * (1 - 1 / 27x1)7(x2 - 1) * exp(-5 * x1) / 27x1)
}

curve(fi(x, x2 = 1), xlab = expression(x[1]), 0, 3,
ylab = expression(paste("Nicleo de ", f£[1](x[1]1))))
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f2 <- function(x2, x1) {
return(x2°5 * (1 - 1 / 27x1)7x2 * exp(-7 * x2))
}

curve(f2(x, x1 = 1), xlab = expression(x[2]), 0, 3,
ylab = expression(paste("Nacleo de ", f[2](x[2]1))))
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Utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings por componentes. Tanto em (2) quanto em (3) adotamos uma
distribuigao proposta gama(ax,a) com esperanca ax/a = z e varidncia ax/a® = x/a, sendo que a sele¢gio do
valor de a esta relacionada com a taxa de aceitacao dos candidatos gerados.



# Constantes para o amostrador
set.seed(3316)

descarte <- 500

espac <- 1

M <- 2000

nsim <- descarte + espac * M

# Distribuicdo proposta: gama(forma = a * z, taza = a)
alo <- 1
a20 <- 2

# Valores iniciais
xl <- x2 <- cQ
x1[1] <- 0.5

x2[1] <- 1

# Contadores de acetitagdes
nacl <- nac2 <- 0

# Simulacgdo
for (j in 2:nsim) {
# candidato x1
y1l <- rgamma(l, shape = al0 * x1[j - 1], rate = al0)

# probabilidade 1

alfa <- min(1, f1(y1l, x2[j - 1]) * dgamma(x1[j - 1], al0 * yi,
rate = al0) / (f1(x1[j - 1], x2[j - 1]) * dgamma(yl, al0 *
x1[j - 1], rate = a10)))

# geracdo x1
if (runif(1) <= alfa) {

x1[j] <- y1
nacl <- nacl + 1
} else {

x1[§] <- x1[j - 1]
}

# candidato x2
y2 <- rgamma(l, shape = a20 * x2[j - 1], rate = a20)

# probabilidade z2

alfa <- min(1, £2(y2, x1[j]) * dgamma(x2[j - 1], a20 * y2,
rate = a20) / (f2(x2[j - 11, x1[j]) * dgamma(y2, a20 *
x2[j - 1], rate = a20)))

# geracdo =2
if (runif(1) <= alfa) {

x2[j] <~ y2
nac2 <- nac2 + 1
} else {

x2[j] <- x2[j - 1]
}



cat("\n Taxa de aceitagdo de X1 (%):", round(nacl / (nsim - 1) * 100, 1))

##
## Taxa de aceitagBo de X1 (%): 41,1

cat("\n Taxa de aceitagdo de X2 (%):", round(nac2 / (nsim - 1) * 100, 1))

##
## Taxa de aceitagdo de X2 (%): 44,8

Em seguida as sequéncias geradas sao apresentadas graficamente.

## Graficos
# Sequéncia
plot(xl, type = "1", xlab = "Iteragdo", ylab = expression(X[1]), col = 4)
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plot(x2, type = "1", xlab = "Iteracdo", ylab = expression(X[2]), col = 4)
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# Médias ergddicas

plot(cumsum(xl) / (1:nsim), type = "1", xlab = "Iteragdo",
ylab = expression(paste("Média ergddicas de ", X[1])))

abline(v = descarte, 1ty = 2, col = "red")
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plot(cumsum(x2) / (1:nsim), type = "1", xlab = "Iteragdo",
ylab = expression(paste("Média ergddicas de ", X[2])))
abline(v = descarte, 1ty = 2, col = "red")
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# Autocorrelacdo
acf(xl, lag.max = 10, main = expression(X[1]), xlab = "Defasagem",
ylab = "Autocorrelag&o")
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acf(x2, lag.max = 10, main = expression(X[2]), xlab = "Defasagem",

ylab = "Autocorrelag&o")
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Apresentamos resultados para as sequéncias apds levar em conta descarte (burn-in) e espagamento (thinning).

# Amostras (descarte e espacamento levados em conta)
indices <- seq(descarte + 1, nsim, by = espac)

x1 <- x1[indices]

x2 <- x2[indices]

for (nome in c("x1", "x2")) {
cat("\n Estatisticas descritivas de", nome, "\n")
print (summary(get (nome)))

}

##

## Estatisticas descritivas de x1

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## 0,2573 0,7453 0,9989 11,0429 11,2836 2,8377
##

## Estatisticas descritivas de x2

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

## 0,1728 0,5326 0,7100 0,7560 0,9416 2,5942
# Sequéncia
plot(xl, type = "1", xlab = "Iteracdo", ylab = expression(X[1]), col = 4)
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plot(x2, type = "1", xlab = "Iteragdo", ylab = expression(X[2]), col = 4)
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# Autocorrelagdo
acf(xl, lag.max = 10, main = expression(X[1]), xlab = "Defasagem",
ylab = "Autocorrelag&o")
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acf(x2, lag.max = 10, main = expression(X[2]), xlab = "Defasagem",
ylab = "Autocorrelag&o")
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# X1

fhist <- hist(xl, plot = FALSE)




fdens <- density(x1)

inty <- c(0, max(fhist$density, fdens$y))

plot(fhist, freq = FALSE, main = "", xlab = expression(x[1]),
ylab = "Densidade", ylim = inty)

lines(fdens, lty = 2, col = 99, lwd = 2)

box ()
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# X2

fhist <- hist(x2, plot = FALSE)

fdens <- density(x2)

inty <- c(0, max(fhist$density, fdens$y))

plot(fhist, freq = FALSE, main = "", xlab = expression(x[2]),
ylab = "Densidade", ylim = inty)

lines(fdens, 1ty = 2, col = 99, lwd =2)

box ()
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Nota 1. Modifique as constantes para o amostrador (pag. 3) de modo a obter sequéncias menos autocorrela-
cionadas e com médias ergddicas mais estaveis em relacdo as que foram apresentadas.

Nota 2 Tomando by = 1 — 1/2%1, o niicleo da fun¢do densidade na expressao (3) pode ser escrito como

x5 b7 exp(—Txe) = 25 {exp(log(h1))}** exp(—Tx2) = x5 exp(zo log(by)) exp(—Tx2)
=25 exp (— 22 {7 —log(b1)}) = 257" exp ( — 22 {7 — log(b1)}),

de modo que a distribuicao condicional completa de X5 é gama com pardmetro de forma igual a 6 e pardmetro
de taxa igual a

1
7—log(by) =7 —log <1 - 2xl) .

Refaga o exemplo utilizando este resultado.
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