’8.a Lista de Exercicios de SMA304 - Algebra Linear‘

Exercicio 1. No espaco vetorial real (#3(R), +, -) consideremos o produto interno {f(t), g(t)) = / f(®)g(t)dt
0

onde f,g € Z3(R). Calcule (f(¢),g(®)), |F @O, lg®)] e || f () + g(t)]| para os seguinte casos:
(a) ft)=t3—t—1eg(t)=t>+1,parat € R.
(b) ft)=2eg(t)=t3+t+1, parat € R.

Exercicio 2. No espago vetorial real (£, (R),+,+) considere < f,g >= agbg + a1b; + ...+ a,b,, onde f,g €
Z,(R), sdo dados por f(t) =ag+ait+...+apt™ e g(t) =bg+bit+ ...+ b,t", t € R. A fungdo < -,- > é um
produto interno no espago vetorial real (£, (R), +,-)? Justifique sua resposta.

Exercicio 3.

(a) No espago vetorial real (M3(R), +, ) considere o produto interno (A4, B) = tr(BtA), A, B € M>(R). Se
A= ( - > ¢ B— ( - ) caleule: (A, B), | All, |BI| e d(A, B).

(b) Encontre uma base ortonormal de (M3(R), +, ) segundo o produto interno acima.

Exercicio 4. Considere o espago vetorial real (V, +,-) munido de um produto interno < -,- >. Se u,v € V sdo
tais que ||ul] =5, ||[v]| =8 e ||u + v|| = V129, determine o cosseno do angulo entre os vetores u e v.

Exercicio 5. Considere (R3,+,-) um espaco vetorial real munido de um produto interno < -,- > usual. Use a
desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco euclidiano R? para demonstrar que, dados niimeros reais estritamente
positivos aq, as, as, vale a desigualdade:

1 1 1
(a1 + az + as) i o > 9.
a9 as
Exercicio 6. Considere (V,+,-) um espago vetorial real munido de um produto interno < -,- >. Encontrar a
distancia entre u e v e o cosseno do angulo entre eles nos seguintes casos:
(a) V=R* <. - > produto interno usual em R* u = (1,1,1) e v = (—1,0,1, 1) .
(b) V =Py(R), < -,- > do Exercicio 1., u(t) =1+t —t? e v(t) = 3t?, para t € R.
(c) V = Ms(R), < -,- > produto interno do Exercicio 3., A = ( _11 (1) ) e B= ( 701 1 )
Exercicio 7. Considere o espaco vetorial real (R3,+,-) munido de um produto interno < -,- > usual. De-

terminar todos os vetores do R?® de norma igual a dois, que sejam ortogonais simultaneamente a (2,1,2) e
(—1,3,4).

Exercicio 8. No espaco vetorial real (%5(R), +, -) consideremos o produto interno ( / f(@®)
onde f,g € Z,(R). Provar que os vetores p,, p1,p2 € Po(R), onde po(t) = 1, p1(t) =t e po(t) =12 — § teR,
s@o dois a dois ortogonais em relagdo do produto interno dado por ( / f@)

Exercicio 9. Considere o espaco vetorial real (R?,+,-) munido de um produto interno < -,- > usual. Sejam
u=(2,2,2),v=(3,3,1) € R3.

(a) Determine dois vetores vy e vy tais o vetor que v = v + vy, v1 é ortogonal aos vetores u e vy = A - u,
A€eR.

(b) Se w = (—5,1,—1) decompor o vetor v em uma parcela que pertenca ao subespago vetorial W = [u, w]
e uma outra parcela que pertenca ao subespaco vetorial W,

(c) Determinar uma base ortonormal do subespago vetorial W.

Exercicio 10. Considere o espaco vetorial real (R*, +, -) munido de um produto interno < -, - > usual. Determi-
nar a projegao ortogonal do vetor u = (1,1,0,—1) € R* sobre o subespaco W = {(z,y,2,t) ER*; 2 —y—2=0
ez—2t=0}.

Exercicio 11. Considere o espago vetorial real (%3(R), +,+) com o produto interno do Exercicio 8. .
(a) Ortonormalizar a base {qo,q1,q2} de P2(R), onde q,(t) =1, q1(t) =1+t e qa(t) =22 parat € R.
(b) Achar o complemento ortogonal do subespago W = [r,, 1] onde r,(t) =5 e r1(t) =1+¢, parat € R.
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Exercicio 12. Considere o espaco vetorial real (R* +,.) I munido de um produto interno < -,- > usual.
Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespacos do R* utilizando o processo de Gram-
Schmidt:

(a) W =(1,1,0,0),(0,1,2,0),(0,0,3,4)].

(b) W =1(2,0,0,0),(1,3,3,0),(3,—-3,-3,0)].
13. Considere (R3,+,-) um espaco vetorial real munido de um produto interno < -,- > usual. Seja C =

(1 ! 1>(2 _1_1><0_1_1> b t 1d lid iderad
——,—= =, —=,—= ], [0, —=, — uma base ortonormal do espago euclideano considerado.
V3 V3 v3) \Ve' V6 V6 Ve va -

=uy =us =us
(a) Encontre a matriz das coordenadas do v = (1,7, 8) relativamente & base C.
(b) Encontre a projegao ortogonal do vetor v sobre o subespago vetorial W' = [uq, us].

1 1
(b) Sejam u,w € R? tais que [u]lc = | 0 | e [w]c = [ 1]. Encontre ||u|],||v|| e o Angulo entre os vetores u
-1 1

ev.
(c) Calcule ||u + v||.
(d) Calcule ||lug 4+ us + usl|.

Exercicio 13. Considere o espaco vetorial real (R?, +, ) munido de um produto interno < -, - > usual. Verfique
quais dos operadores lineares T : R2 — R? abaixo sdo isometrias de R?:
(a) T(z,y) = (z +y,x —y), para (x,y) € R?.
z V3 V3

(b) T(z,y) = 5 5Vt , para (z,y) € R%

(c) T(x,y) = (y,z), para (z,y) € R%

Exercicio 14. Considere o espaco vetorial real (R3, +,-) munido de um produto interno < -,- > usual. Deter-
mine m € R de modo que o operador linear T : R® — R? dado por:

1 2 1 1 1
T(o,y,2) = (

1
—Yy+mz,—=r+—4=Y——4=2,———F=Tr+—=2|, ara (z,y,z eRg,
s = e g p gt ) e )
seja uma isometria de R3.

1
B

Exercicio 15. Considere o espaco vetorial real (%3(R), +,+) com o produto interno do Exercicio 8. .
(a) Ortonormalize a base usual, {p,, p1,p2} de F2(R).

(b) Considere o operador linear T' : P2(R — P5(R) cuja matriz em relagdo a base C encontrada no item
1 1

— — 0
anterior seja [T]¢ = a/i 6@ N Determine m, n, p de modo que o operador linear 7" seja uma isometria
m n D

no espago euclideano considerado.

Exercicio 16. Considere espago vetorial real (M3(R), +, ). munido do produto interno do Exercicio 3. .
Mostre que T : M(R) — M>(R) dado por T(A) = At, para A € M5(R) é uma isometria no espaco euclideano
considerado.

Exercicio 17. Considere espago vetorial real (Mz2(R),+,-). munido do produto interno do Exercicio 3. e o
espaco vetorial real (R, +,-) munido de um produto interno < -,- > usual. Construa uma isometria entre estes
espagos euclideanos.
19. Seja (V,+,-) espago veotirla munido de um produto interno < -,- >. Verifique se os operadores abaixo
sao auto-adjuntos:

(a) V =R3, < -,- > o produto interno usual e T': R® — R3 dado por T(x,vy,2) = (y + 2z, + 32,2z + 3y),
para (z,y,z) € R3.

(b) V = Z1(R), < -,- > o produto interno do Exercicio 8. ¢ T : Z1(R) — £1(R) dado por T(p) = ¢, para
p € Z1(R), onde p(t) = a+ bt e q(t) = (a + 4b) + (4da + 2b)t, para t € R.

(c) V = M3(R), < -,- > o produto interno do Exercicio 3. e T : M3(R) — M>(R) tal que T

(0
(6 0) (G )= (G ) r (G 0)=(G3) = (o 2)=(6 2)

O =
0 =



