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Automatos com Pilha: Definicdo
Informal e Definicdo Formal

Linguagem Aceita por um ACP
ACPDet X ACPND

Notagdo grafica para ACP




* Assim como LR fem um automato equivalente
(AF) as LLC tem também uma maquina (ACP).

* A equivaléncia é menos geral desde que o ACP ¢é
ndo deterministico.

* A versdo deterministica aceita somente um
subconjunto das LLC. Isto ¢, existem, LLC que
ndo sdo reconhecidas por ACPDet.

- Exemplo cldssico é L = wwR que é aceito por um
ACPND mas ndo por um ACPDet.

+ Entretanto esse conjunto inclui a maioria das
Linguagens de Programagdo.



Hierarquia das Classes de Madquinas e Linguagens

L Recursivamente Enumerdveis/Maquinas de Turing que Reconhecem L

L Livres de Contexto Deterministicas/

Automatos a Pilha Deterministicas

L Regulares/Automatos Finitos




- E um AF com uma fita de entrada e uma
pilha com simbolos de um dado alfabeto.

I
Exemplo: L ={w cwR | we {0,1}*} A
gerada por G = ({S}{0,1,¢c}P,S)
P={S—>0S0|S—>1581|S —>c}

Acei’rayRejei’ra

Exemplos de cadeias aceitas: ¢, 01¢10, 00c00

O ACP que reconhece esta linguagem tera:



1)
2)

3)
4)
5)
6)
/)

Controle Finito com 2 estados: q1 (empilha) e g2
(desempinha)

Pilha com pratos: vermelho, azul (0), verde (1)
Regras:

Comega com prato vermelho na pilha e estado q1
Entrada O, estado q1 — empilha azul Permanece
Entrada 1, estado q1 — empilha verdet% em q1
Entrada c, estado q1 — ndo altera a pilha muda para q2

Entrada 0, estado q2, topo azul — desempilha | p, . nece
Entrada 1, estado q2, topo verde — desempilhal em q2
Estado g2, vermelho — desempilha sem ver entrada

Para os outros casos ndo descritos, o dispositivo ndo faz
nenhum movimento



+ Este dispositivo aceita uma cadeia de
entrada se: ao processar o ultimo simbolo
a pilha fica vazia.

+ Exemplos:

1) w=01c10
TopoPilha | Estado | Entrada Pilha
Verm ql 0
Azul ql 1
Verde ql C verde
Verde q2 1 azyl
Azul q2 0 verm
Verm q2 -




2) w = 101c100

TopoPilha | Estado| Entrada Pilha
Verm ql 1

Verde ql 0 verde
Azul ql 1 azul
Verde ql C verde
Verde q2 1 verm
Azul q2 0

Verde q2 O agdo ???




- OACP terda uma fita de entrada, um
controle finito e uma pilha que contém uma
cadeia de simbolos de algum alfabeto.

» O simbolo mais a esquerda sera
considerado estar no TOPO.

» O dispositivo serd ndo deterministico, pois
terd algum ndmero finito de escolhas de
movimentos



Um simbolo de entrada é lido

e, dependendo (do simbolo de entrada, topo da
pllha estado) realiza 1 escolha dentre as
possiveis.

Cada escolha consiste (estado seqguinte, cadeia
de simbolos (pode ser vazia) para substituir o
topo).

Depois da escolha, a cabega avanga.

Chamado movimento-i

similar ao primeiro, exceto que o simbolo de
entrada ndo € usado e a cabega ndo avanga depois
do movimento.

Esse tipo de movimento permite o ACP manipular
a pilha sem ler simbolos de entrada.



Conjunto de todas as enfradas para as quais
alguma seqiiéncia de movimentos faz com que a
pilha fique vazia — Linguagem aceita por Pilha
vazia

Similar a AF: definimos alguns estados como
finais e definimos a linguagem aceita como o
conjunto de todas as entradas para as quais
alguma escolha de movimento faz o ACP entrar
num estado final —» Linguagem aceita por
estados finais.

As duas formas acima sdo equivalentes.
Ver (Menezes, 2002) pg 112



Um ACP M é uma sétupla (K, 2, T, 8, q0, zO,F) onde:

(H,M,U, 2001)

1. Kéum conjunto finito de estados

2. X (sigma) é um alfabeto finito chamado alfabeto de
entrada

3. T (gama) € um alfabeto finito chamado alfabeto da pilha

4. q0 € K é o estado inicial. A maquina comega nele.

5. 20 e T € o simbolo inicial da pilha. Aparece inicialmente
na pilha.

6. F é o conjunto de estados finais F < K

7. & (delta) é um mapeamento de

KX (Zu{r}) XT - subconjuntos de K X T*
(topo)

OBS: quando o ACP aceita por pilha vazia F = &



1. 6(q.a,z) > {(ply1), (p2y2), ... (pm,ym)}
q, pi € K, aezx, z el'™

ACP no estado q, com simbolo de entrada a e z no topo da pilha
pode, para qualquer i, mudar para o estado pi, substituir z
por v, (substitui por uma cadeia de simbolos da pilha) e
avangar a cabeca de leitura.

2. 8(q.r.z) > {(ply1), (p2.,¥2), ... (pm,ym)}
Semelhante a anterior, s6 que ndo espera simbolo de entrada e
ndo avanca a cabeca de leitura.

OBS 1: Se y; = X entdo hd desempilhamento; se y, = z entdo a
pilha fica inalterada; se y; = yz entdo y € empilhado.

OBS 2: Um ACP ndo pode fazer um movimento se a pilha
estiver vazia.



* Formalize o0 ACP do exemplo anterior.
Deve aceitar por pilha vazia



Controle Finito com 2 estados: q1 (empilha) e g2

(desempinha)

Pilha com pratos: vermelho, azul (0), verde (1)

Regras:

Comega com prato vermelho na pilha e estado q1

Entrada O, estado q1 — empilha azul Permanece
Entrada 1, estado q1 — empilha verd} em q1

Entrada C, estado q1 —> ndo altera a pilha muda para g2

Entrada O, estado q2, topo azul — desempilha}E
ermanece

Entrada 1, estado q2, topo verde — desempilha em q2

Estado q2, vermelho — desempilha sem ver
entrada

Para os outros casos ndo descritos, o dispositivo
ndo faz nenhum movimento



* M = ({q1,42}, {O0,1,c}, {Vm,Az, Vd},5, q1,Vm, &)

1.5(q1,0,Vm) = {(q1,AzVm)} 7.5(ql,c,Vm) = {(q2,Vm)}
2.8(q1,0,Az) = {(q1,AzAz)} 8.35(ql,c,Az)={(q2,Az)}
3.58(q1,0,vd) = {(q1,AzVd)} 9.38(ql,c,Vd)={(q2,Vd)}
4.5(q1,1,Vm) = {(q1,vdVm)} 10.6(q2,0,Az) = {(g2 1)}
5.06(q1,1,Az) = {(q1, VdAZ)} 11.5(q2,1,Vd) ={(q2,1)}
6.5(q1,1,vd) = {(q1,vdVvd)} 12.5(q2, »,Vm) = {(q2,1)}

Todos os conjuntos sé possuem 1 elemento e

5 ndo € definida para §(q2, O,Vm) e 8(q2, 1,Vm), pois é
dgfinidaqpara 5(q2, x,\ﬂm) P



O ACP do exemplo é deterministico no sentido
que, no maximo um movimento € possivel de
qualquer configuracéo. Podemos tirar o { e }

Formalmente, dizemos que um ACP M = (K, X, T, 3,
g0, zO,F) é deterministico se:

1. Paracadaq < Ke z eT se d(q,A,z) € ndo vazio
entdo 6(q,a,z) € vazio para V a € ¥

(impede a possibilidade de escolha entre um mov-A e
um envolvendo um simbolo de entrada)

2.3(q,a,z) contém um so elemento para V q € K,
aec>XU{\},zeTl

(impede a escolha de movimento tanto para (q,a,z)
como para (q,A,z))



» Fagam um ACP ndo-deterministico que
reconhece L = {wwR | w € {0,1}*} por
pilha vazia

* Vejam que aqui o ACP deve aceitar a
cadeia vazia.



M = ({q1,42}, {0,1,c}, {Vm,Az, Vd}3, ql,Vm, &)

1.6(q1,0,Vm) = {(q1,AzVm)} 2.5(q1,1,Vm) = {(q1,VdVm)}
3.8(q1,0,Az) = {(q1,AzAz), (q2,.)} 4.38(q1,0,Vd) = {(q1,AzVd)}
5.06(q1,1,Az) = {(q1,VdAZ)} 6.35(q1,1,vd) = {(ql,vdVd), (g2, 1)}
7.3(q2,0,Az) = {(q2.0)} 8.6(q2,1,Vd) = {(g2,1)}
9.6(q1, A,Vm) = {(q2,1)} 10. 8(q2, A,Vm) = {(g2 1)}

* M aceita a cadeia vazia pela regra 9
* O ACP é ndo deterministico pois:

- As regras 3 e 6 possuem uma escolha de movimento.

- Se M decide que o meio da cadeia de entrada foi
alcangado entdo escolhe a segunda opgdo do conjunto e
vai para o estado q2.

- 8 é definida para 5(q1, 1,Vm) e tfambém para 5(q1,0,Vim) e
5(q1,1,Vm)



» Uma configuragdo de um ACP M € um par (q, y) onde q
KeyeI™
* Mudanga de configuragdo:
Sejaaec X U{)\},yepeI™ zeTl ed(q,a,z)=(pp)entdo:
a: (q.,zy) l_/\;\ (p. BY)

Significa que, de acordo com as regras do ACP, a entrada a
faz com que M va da configuragdo (q,zy) para (p, By).

Estendendo para cadeia:

a;a,...a,: (q1,11) |";\ (Qre1, Ynet)

Por convengdo: 1: (q,y) |--* (q, v)
M

(H,M,U,2001) pg 224 define configuragdo como uma tripla
pois embute a cadeia de entrada ho par acima. Difere
somente a notacaol



* Para um ACP M, definimos L(M), a linguagem aceita por
estado final como:

L(M) = {w | w:(q0,20) |--* (q.v) para Vy e T™ e q € F}
M

* Para um ACP M nés definimos N(M), a linguagem aceita por
pilha vazia como:

N(M) = {w | w:(q0,z0) |--* (g, 2 ) para V q € K}
M
O N em N(M) significa null stack = empty stack

OBS 1: quando aceitamos por pilha vazia o conjunto de estados
finais ¢ irrelevante.

OBS 2: As duas defini¢oes sdo equivalentes: ver Teo 6.9 e Teo
6.11em (H.M,U, 2001)



* Encontre um ACP M que reconheca o conjunto
L = é wlwe 50,1}* e w consiste de nro(l)j
nro(0)} por pilha vazia.

+ Diga se 0 ACP é ACPDET ou ACPND

* Mostrar as configuragoes do ACP com a
entrada 0101

Dica:

» associar O com Aze 1 com Vd

* "matar"OcomlelcomO

» fazer regra para aceitar cadeia vazia



G =({s,A}{0,1} P,S)
P={S->L| A
A->0A1|1A0| 01|10 | AO1 | A10}

oLV,

P={S>A|A
A->0A1 | 1A0| 01| 10| 01A | 10A }

As regras 7 e 8 precisam estar la para
reconhecer, p.e., 0110 e 1001



M = ({q1}{0,1} {Vm,Az,Vd}, 3, q1,Vm, &)

5(q1, O,Vm) = {(q1,AzVm)}
5(q1, 1,Vvm) = {(q1,VdVm)}
5(ql, 0,Az) = {(q1,AzAZz)}
, 1,vd) = {(q1,vdVd)}
5(q1, 1,A2) = {(q1,1)}

3(q1, 0,vd) = {(q1 1)}
3(q1, 2.,.Vim) = {(q1,1)}

NoOohwN R
N
N
Ha)
—

ACPND pelas regras 1, 2 e 7 pois temos a chance de
ler um simbolo da entrada ou usar um mov-A.



Configuragoes para 0101

Entrada Configuragdo
(q1,Vm)
0 (q1,AzVm)
01 (q1,Vm)
010 (q1,AzVm)
0101 (q1,Vm)
A (q1, %)




» Encontre um ACP M que reconhega o
conjunto L = { O"1n | n > O} por pilha
vazia.

» Diga se 0 ACP é ACPDET ou ACPND



» O diagrama de transi¢do para ACP que
aceitam a linguagem por estado final segue:

» Os nds correspondem aos estados do ACP
- Existem o estado inicial e os finais

» Um arco rotulado com g, do estado g para
p significa que 8(qg,a,X) contém o par (p, o)
entre os pares.

» Convencionalmente, Z, € o simbolo da pilha
(no JFLAP é 2).

* Lela-se: simbolo, topo_antigo;novo_topo
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Cadeia submetida 0110

Z é o simbolo inicial da pilha
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JFLAP mostrando o tracing de aceitagdo
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submetida: 11

L = {wwR| w pertence a {0,1}*}
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JFlap mostrando a aceitagdo de cadeia
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Jflap mostrando rejeig¢do de cadeia
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