
6a Lista de Exerćıcios de SMA332 - Cálculo II

Professor: Thais Jord~ao e Wagner Vieira Leite Nunes 17.02.2014

Exerćıcio 1 Para cada uma das fun�c~oes abaixo:

a) f(x, y)
.
= 4y3 +

√
x2 + y2, encontre fx(x, y), fy(x, y), (x, y) ∈ R2

b) f(x, y)
.
=

x+ y√
y2 − x2

, encontre ∂xf(x, y), ∂yf(x, y), (x, y) ∈ R2, com y2 − x2 ̸= 0

c) f(x, y)
.
= 4xyz− ln(2xyz), encontre ∂xf(x, y, z), ∂yf(x, y, z), ∂zf(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3, com xyz > 0

d) f(r, θ)
.
= r tan(θ) − r2 sen(θ), encontre fr

(√
2,
π

4

)
, fθ (3, π)

e) f(x, y, z)
.
= exy

2

+ ln(y+ x), encontre fx(3, 0, 17), fy(x, y, z), fz(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3, com y+ x > 0

f) f(x, y)
.
=

∫y
x

ln[ sen(t)]dt, encontre ,
∂

∂x
f(x, y),

∂

∂y
f(x, y), (x, y) ∈ Dom(f)

g) f(x, y, z)
.
= xαyβzγ,

∂3u

∂x∂y∂z
(x, y, z), (x, y, z)Dom(f)

h)w
.
= f(u, v), u

.
= r cos(θ), v

.
= r sen(θ),

∂2w

∂r2
(r, θ),

∂2w

∂θ2
(r, θ),

∂2w

∂r∂θ
(r, θ), (r, θ) ∈ R2.

Exerćıcio 2 Nos itens a), b), c) e f) do Exerc��cio acima encontrar o vetor gradiente da fun�c~ao f,

isto �e, ∇f(x, y), nos pontos onde ele existir.

Exerćıcio 3 Considere a fun�c~ao f : R2 → R dada por f(x, y)
.
=


x3y− xy3

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

.

a) Mostre que a fun�c~ao f l�e cont��nua em R2;
b) Calcule fx(x, y) e fy(x, y) para (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)};
c) Calcule fx(0, 0) e fy(0, 0), caso existam.

d) Mostre que as fun�c~oes fx e fx s~ao cont��nuas em R2;
e) Calule fxy(x, y) e fyx(x, y) para (x, y) ̸= (0, 0).

f) Veri�que que fxy(0, 0) ̸= fyx(0, 0). H�a alguma contradi�c~ao disto com a teoria? justi�que sua

resposta.

Exerćıcio 4 Mostre que a fun�c~ao f : R 2 → R dada por f(x, y)
.
=


x2y− xy

x2 + y2
, (x, y, z) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
,

(x, y) ∈ R2, �e diferenci�avel em R2.

Exerćıcio 5 Encontre a inclina�c~ao da reta tangente �a curva obtida da intersec�c~ao da superf��cie

36x2 − 9y2 + 4z2 + 36 = 0 com o plano x = 1 no ponto (1,
√
12, 3). Interprete essa inclina�c~ao como

uma derivada parcial.

Exerćıcio 6 Encontre a inclina�c~ao da reta tangente �a curva obtida da intersec�c~ao da superf��cie

z = x2 + y2 com o plano y = 1 no ponto (2, 1, 5). Interprete essa inclina�c~ao como uma derivada

parcial.

Exerćıcio 7 A temperatura T em qualquer ponto de uma placa plana �e dada pela fun�c~ao T : R2 → R
onde T(x, y)

.
= 54 −

2

3
x2 − 4y2, (x, y) ∈ R2. Ache a taxa de varia�c~ao da temperatura na placa nas

dire�c~oes dos eixos positivos dos Ox e dos Oy, no ponto (3, 1).
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Exerćıcio 8 Determine uma equa�c~ao do plano tangente e da reta normal �a superf��cie dada no

ponto P indicado nos seguintes casos:

a) z =
(
x2 + y2

)2
, P = (1, 2, 25) b) z = 4xy, P =

(
4,
1

4
, 4

)
c) z = sen(x) + sen(2y) + sen(3(x+ y)), P = (0, 0, 0) d) z = arctan

(y
x

)
, P =

(
4, 4,

π

4

)
Exerćıcio 9 Em quais pontos do cone x2 − 2y2 − 4z2 = 16 o plano tangente �e paralelo ao plano

4x− 2y+ 4z = 5 ?

Exerćıcio 10 Mostre que os planos tangentes �a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao

f : R2 → R dada por f(x, y)
.
=

x3

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, passam pela origem.

Exerćıcio 11 Determine o plano que �e paralelo ao plano z = 2x + 3y e tangente �a representa�c~ao

geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f : R2 \ {(0, 0)} → R dada por f(x, y)
.
= x2 + xy, (x, y) ∈ R2.

Exerćıcio 12 De�nimdo o ângulo entre duas superf́ıcies em um ponto P, comum as mesmas,

como sendo o menor ângulo entre as retas normais a essas superf��cies nesse ponto. Determine

o ângulo entre �as representa�c~oes geom�etricas dos gr�a�cos das fun�c~oes f, g : R2 → R dadas por

f(x, y)
.
= exy − 1 e g(x, y)

.
= ln

(√
x2 + y2 + 1

)
no ponto P = (0, 0, 0).

Exerćıcio 13 Diremos que duas S1 e S2 superf��cies s~ao tangentes em um ponto P pertencente a

ambas se o plano tangente �a superf��cie S1 no ponto P coincidir com plano tangente �a superf��cie S2

no ponto P. Mostre que o cone
x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
e a esfera x2 + y2 +

(
z−

b2 + c2

c

)2
=
b2

c2
(b2 + c2) s~ao

tangentes nos pontos (0, b, c) e (0,−b, c).

Exerćıcio 14 Encontre os pontos do parabol�oide z = x2 + y2 − 1 nos quais a reta normal a esta

superf��cie coincide com a reta que liga estes pontos a origem.

Exerćıcio 15 Mostre que a fun�c~ao u : (0,∞)×R → R dada por u(t, x)
.
=

1√
t
e−

x2

4kt , (t, x) ∈ (0,∞)×R,

satisfaz a equação do calor unidimensional ut(t, x) = kuxx(t, x), para todo (t, x) ∈ (0,∞)×R, onde
k > 0 �e uma cosntante �xada.

Exerćıcio 16 Mostre que a se as fun�c~oes ϕ,ψ : R → R s~ao fun�c~oes com duas derivadas cont��nuas

em R ent~ao a fun�c~ao u;R2 → R dada por u(t, x)
.
= ϕ(x − ct) + ψ(x + ct), (t, x) ∈ R2, satisfaz a

equação da onda unidimensional, isto �e, a equa�c~ao diferencial parcial utt(t, x) = c
2uxx(t, x) para

(t, x) ∈ R2, onde c > 0 �e uma constante �xada.

Exerćıcio 17 Veri�que se a fun�c~ao u : R3 → R dada por u(x, y, z)
.
= x2+2y2−3z2, (x, y, z) ∈ R3, sa-

tisfaz a equação de Laplace em R3, isto �e, a equa�c~ao diferencial parcial △u(x, y, z) = ∂2u

∂x2
(x, y, z)+

∂2u

∂y2
(x, y, z) +

∂2u

∂z2
(x, y, z) = 0, para (x, y, z) ∈ R3.

Exerćıcio 18 Encontrar as seguintes derivadas direcionais da fun�c~ao f : R3 \ {(0, 0, 0)} → R dada

por f(x, y, z)
.
= ln

(
x2 + y2 + z2

)
, (x, y, z) ∈ R3, no ponto P = (1, 2,−1):

a) na dire�c~ao do vetor
−→
OP.

b) na dire�c~ao em que ela seja m�axima.

c) na dire�c~ao dos vetores e⃗1, e⃗2 e e⃗3.
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