SCC0601 — Introducao a Ciéncia
da Computacéo Il

Arvores binarias de busca




Listas e arvores

Listas lineares
Um no apos o outro, adjacentes

antecessor -> nNo -> sucessor

Diversas aplicagoes necessitam de estruturas
mais complexas do que as listas lineares

Listas nao lineares: arvores, grafos, etc.




Arvores

Exemplo o




Arvores

Motivagdes para usa-las

InUmeros problemas podem ser representados e tratados por
arvores

Arvores admitem tratamento computacional eficiente
quando comparadas a estruturas mais genéricas, tais como
os grafos (os quais, por sua vez sao mais flexiveis e, portanto,
complexos)

Uteis para busca



Arvores

Definicao
Uma arvore T, ou simplesmente uma arvore, € um

conjunto finito de elementos denominados nos ou
vertices tais que
A arvore é dita vazia ou
Existe um no especial R, chamado raiz de T; os nos
restantes constituem um Unico conjunto vazio ou sao

divididos em m (>=1) conjuntos nao vazios que sao as

sub-arvores de R, sendo que cada sub-arvore &, por sua
vez, uma arvore



Arvores

Sub-arvore



Arvores

Nos filhos, pais, tios, irmaos e avo

SejaV o noraizde uma sub-arvoredeT

Os nos raizes w1, w2, ... wj das sub-arvores de V sao
chamados filhos de V

V € chamado pai de w1, w2, ... wj
Os nds w1, w2, ...wj sao irmaos
SeZefilhodews, entaow2étiodeZeVeéavodeZ



Arvores

Grau de saida, descendente e ancestral

O numero de filhos de um no6 e chamado grau (de
saida) desse no

Se X pertence a subarvoreV deT, entao X é
descendente deV eV é ancestral, ou antecessor,
de X



Arvores

NoO folha e no interior

Um no que nao possui descendentes e chamado
de no folha, ou seja, um no folha e aquele com
grau de saida zero

Um no que nao e folha (isto &, possui grau de
saida diferente de zero) € chamado no interior, no
interno ou, ainda, no intermediario



Arvores

Grau de uma arvore

O grau de uma arvore € o maximo entre os graus
de saida de seus nos



Arvores

Floresta

Uma floresta & um conjunto de zero ou mais
arvores



Arvores

Caminho, comprimento do caminho

Uma seqUéncia de nos distintos vi, v2, ..., vk, tal que existe
sempre entre nos consecutivos (isto €, entre vie vz, entrev2 e
v3, ..., V(k-1) e vk) a relagao "e filho de" ou "é pai de" é
denominada um caminho na arvore; diz-se que vi1 alcanga vk e
que vk é alcancado por vi

Um caminho de vk vértices € obtido pela sequéncia de k-1
pares; o valor k-1 é o comprimento do caminho



Arvores

Nivel (ou profundidade) e altura de um no

O nivel de um no6 @ o nUmero de nos do caminho
da raiz atée o no

O nivel daraiz é portanto 1

A alturade um noV e o numero de nos no maior
caminho deV ate um de seus descendentes

As folhas tém altura 1



Arvores

Altura de uma arvore

A altura de uma arvore T e igual ao maximo nivel
de seus nos

Em geral, representa-se a alturadeT por h(T) e a
altura da subarvore de raizV por h(V)



Arvores

Arvore ordenada

Uma arvore ordenada € aquela na qual os filhos de
cada no estao ordenados

Assume-se ordenac¢ao da esquerda para a direita



Arvores

Arvore ordenada




Arvores




Arvores

Arvore cheia

Uma arvore de grau d € uma arvore cheia se
POSsuUi 0 numero maximo de nos, isto €, todos os
nos tem numero maximo de filhos (exceto as
folhas, logicamente) e todas as folhas estao na
mesma altura



Arvores

Exemplo de arvore cheia de grau 2




Arvores: exemplo

Representacao da expressao aritmeética (a + (b * ((c/d) - e)))




Arvores

Considere a arvore abaixo
Quantas subarvores A tem?



Arvores

Considere a arvore abaixo
Quem sao os filhos de A? E os descendentes de A?



Arvores

Considere a arvore abaixo
Quais sao o0s nos folha dessa arvore?



Arvores

Considere a arvore abaixo

Qual o grau dessa arvore?



Arvores

Considere a arvore abaixo

Qual a altura dessa arvore?



Arvores binarias




Arvores binarias

Arvores com grau 2, ou seja, cada no pode ter
2 filhos, no maximo

Terminologia:
¢ filho esquerdo
e filho direito

o
(& \ e informacao
ololC



Arvores binarias

Exercicio

Considerando uma implementacao e
, declare a estrutura de cada no de
uma arvore binaria



Arvores binarias

Representacao dinamica e encadeada de uma

arvore binaria
/Ralz / Raiz
DY
/ \ AB vazia

> —C
A/
W
-




Arvores binarias

typedef int elem;

typedef struct bloco {
elem 1nfo;
struct bloco *esqg, *dir;
} no;

typedef struct {
no *raiz;
} Arvore;



Arvores binarias

Representacao e de arvores binarias
Vetor

Como colocar a arvore abaixo nesse vetor?




Arvores binarias

Representacgao estatica e sequencial de arvores binarias

Vetor
0 6

C/B|A
N\

Como colocar a arvore abaixo nesse vetor?




Arvores binarias

Representacgao estatica e sequencial de arvores binarias

Vetor
0 6

B|A|G|D
N S

Como colocar a arvore abaixo nesse vetor?




Arvores binarias

Representacgao estatica e sequencial de arvores binarias

Vetor
0 6

BlA|Gc|D|EI|E
\_j

Como colocar a arvore abaixo nesse vetor?




Arvores binarias

Representacgao estatica e sequencial de arvores binarias

0 ©® O ¢

Como saber quem é filho de quem?




Arvores binarias

Representacgao estatica e sequencial de arvores binarias

0 ©® O ¢

Como saber quem é filho de quem?




Arvores binarias

Exercicio: represente a arvore abaixo em um vetor




Arvores binarias

Representacao e de arvores binarias

Como fazer ainsercao e remoc¢ao de elementos nessa
representagao?

E mais facil ou dificil do que na implementacado encadeada e
dindmica? E mais eficiente?

E em termos de uso da memoria?



Arvores binarias

Exercicio: Implemente uma sub-rotina para
percorrer uma arvore binaria (dinamica e
encadeada) e imprimir todos os seus
elementos



Arvores binarias

void imprimir (no *p) {

if (p !'= NULL) {
printf ("sd (", p->info);
imprimir (p->esq) ;
printf (", ") ;
imprimir (p—->dir) ;
printf (") ") ;

} else
printf ("null™);



Arvores binarias

Exercicio: Implemente uma sub-rotina para
determinar a altura de uma arvore binaria
(dinamica e encadeada)



Arvores binarias

int altura(no *p) {
int alt esq, alt dir;

1f (p == NULL)
return 0;
else {
alt esg = 1 + altura(p->esq);
alt dir = 1 + altura(p->dir);
if (alt esg > alt dir)
return alt esqg;
else
return alt dir;



Arvores binarias de busca (ABB)




ABB

Tambem chamadas “arvores de pesquisa” ou “arvores
ordenadas”

Definicao
Uma arvore binariacom raiz R ¢ uma ABB se:

a chave (informacao) de cada n6 da sub-arvore esquerda de
R € menor do que a chave do n6 R (em ordem alfabetica,
por exemplo)

a chave de cada no da sub-arvore direita de R € maior do
que a chavedo no R

as subarvores esquerda e direita também sao ABBs



ABB

Exemplos

Sod @ @



ABB

Exemplos
/Ri / R2
© (D)
(8" CED (A CED

Sodm @ d®

e ABB nao € ABB



ABB

Para que uma ABB e util?

Imagine a situacao
Sistema de votagao por telefone

Cada numero so pode votar uma vez

Um sistema deve armazenar todos os numeros que
jaligaram

A cada nova ligagao, deve-se consultar o sistema
para verificar se aquele numero ja votou; o voto é
computado apenas se o nuUmero ainda nao votou

A votacgao deve ter resultado on-line



ABB

Para que uma ABB e util?

Solu¢ao com ABBs

Cada nUmero de telefone e armazenado em uma
ABB

Suponha que em um determinado momento, a
ABB tenha 1 milhao de telefones armazenados

Surge nova ligacao e é preciso saber se o numero
esta ou nao na arvore (se ja votou ou nao)



ABB

Para que uma ABB e util?

Considere uma ABB com chaves
uniformemente distribuidas (arvore cheia)




ABB

Para que uma ABB e util?

Responda

Quantos elementos cabem em uma arvore de N niveis, como a
anterior?

Como achar um elemento em uma arvore assim a partir da raiz?

Quantos nos se tem que visitar, no maximo, para acharo
telefone na arvore, ou ter certeza de que ele nao esta na arvore?



ABB

Para que uma ABB e util?

0
0
0)

0

O
O
0
O
0
0

O
©)
o
O
O
O

©
@
©
©
©
O
o
O
o

nivel 1
nivel 2
nivel 3
nivel 4
nivel 5
nivel N

Nivel Quantos nés cabem?
1 1
2 3
3 7
4 15
10 1.023
13 8.191
16 65.535
18 262.143
20 1.048.575
30 1.073.741.823
N 2N -1




ABB

Para que uma ABB e util?

Para se buscarem uma ABB

Em cada no, compara-se o elemento buscado com o
elemento presente
Se for menor, percorre-se a sub-arvore esquerda

Se for maior, percorre-se a sub-arvore direita

Desce até as folhas, no pior caso, sem passar por mais de
um no em um mesmo nivel

Portanto, no pior caso, a busca passa por todos os niveis da
arvore



ABB

Exemplo: busca pelo elemento E nas arvores
abaixo

R1

G o &S @

3 consultas



ABB

Declaracao igual a das arvores binarias

convencionais. Contudo, a manipulagao é
diferente

typedef int elem;

typedef struct bloco {
elem info;
struct bloco *esqg, *dir;

} no;

typedef struct {
no *raiz;

} Arvore;



Devem considerar a ordenagao dos elementos da
arvore

Por exemplo, na inser¢ao, deve-se procurar pelo local
certo na arvore para se inserir um elemento



Operacoes basicas

Busca

Insercao

Remocao



ABB

Comparando o parametro “chave” com a informacao no no
“raiz”, 4 casos podem ocorrer

A arvore e vazia => a chave nao esta na arvore =>fim do
algoritmo

Elemento da raiz é a chave => achou o elemento (esta no no
raiz) => fim do algoritmo

chave < elemento da raiz => chave pode estar na subarvore
esquerda

chave > info(raiz) => chave pode estar na subarvore direita

Pergunta: quais os casos que podem ocorrer para a
subarvore esquerda? E para a subarvore direita?



Exercicio: Implementacao da sub-rotina de
busca por um elemento na arvore



int busca(no *p, elem x) {

1f (p == NULL)
return 0O;

else 1f (x == p->info)
return 1;

else 1f (x < p->info)
return busca (p->esq, Xx);

else
return busca (p->dir, x);



Exercicio: Construa graficamente uma ABB,
inicialmente vazia, em que os elementos
11,5,3,16,7,6,1, 20, 13, 12,17, 15

sao inseridos um por um na sequencia
fornecida.



Estrategia geral
Inserir elementos como nos folha (sem filhos)
Procurar o lugar certo e entao inserir

Comparando o parametro “chave” com ainformagao no no
“raiz”, 4 casos podem ocorrer

A arvore € vazia => insere o elemento, que passara a ser a
raiz; fim do algoritmo

Elemento da raiz = chave => 0 elemento ja esta na arvore;
fim do algoritmo

Chave < elemento da raiz => insere na subarvore esquerda
Chave > elemento da raiz => insere na subarvore direita



Exercicio: Implementacao da sub-rotina de
insercao de um elemento na arvore



ABB

int inserir (no **p, elem x) {

if (*p == NULL) ({
*p = (no *) malloc (sizeof (no));
(*p) ->info = x;

(*p) ->esq = NULL;

(*p) ->dir = NULL;

return 1;
} else 1f (x < (*p)->1nfo)

return inserir (& (*p)->esq, X);
else 1f (x > (*p)->1nfo)

return inserir (& (*p)->dir, x);
else

return 0;



Exemplo de chamada:

int main () {
Arvore A;

inserir (&A.raiz, 11);
return 0O;



Como Iniclalizar uma arvore?

vold criar (Arvore *A) {
A->raiz = NULL;
}



Exemplo de chamada:

int main () {
Arvore A;
criar (&A) ;
inserir (&A.raiz, 11);
return 0;



ABB

Para a arvore abaixo, remova os elementos T, C e K, nesta
ordem




Caso 1 (removerT): o no p a ser removido nao tem filhos

Remove-se 0 no
p aponta para NULL









Caso 2 (remover C): o no a ser removido tem 1 Unico filho

Remove-se 0 no
"Puxa-se” o filho para o lugar do pai












Caso 3 (remover K): 0 no p a ser removido tem 2 filhos

Acha-se a maior chave da subarvore esquerda
p recebe o valor dessa chave
Remove-se a maior chave da subarvore esquerda





















Implementacao da sub-
rotina de remoc¢ao de um elemento da arvore
binaria de busca



ABB

Vantagens

Se 0s nos estao espalhados uniformemente,
consulta é rapida mesmo para uma grande
quantidade de dados

Divide-se em dois 0 espaco de busca restante em cada
passo da busca

O(log, N)



Insercao dos elementos de
maneira ordenada

A B CD,E,..Z
1000, 999, 998, ..., 1



O pode tornar a
busca tao ineficiente quanto a busca
sequencial (no pior caso)

O(N)

Solu¢ao?



O pode tornar a
busca tao ineficiente quanto a busca
sequencial (no pior caso)

O(N)

Solu¢ao?
Balancear a arvore quando necessario



Arvores AVL




Concelitos

Arvore estritamente binaria

Os nos tem 0 ou 2 filhos
Todo no interno tem 2 filhos
Somente as folhas nao téem filhos




Concelitos

Arvore binaria completa (ou cheia)

Arvore estritamente binaria
Todos os nos folha no mesmo nivel




Concelitos

Uma arvore binaria e dita balanceada se, para cada no, as
alturas de suas duas subarvores diferem de, no maximo, 1




A\

Arvore binaria de busca balanceada

Para cada no, as alturas das subarvores diferem
em 1, N0 Mmaximo

Proposta em 1962 pelos matematicos russos
G.M. Adelson-Velskki e E.M. Landis

Metodos de insercao e remocao de elementos da arvore
sao realizados de forma que ela se mantenha
balanceada



AVL: quem e e quem nao e?




AVL: quem e e quem nao e?




Pergunta: a arvore abaixo e AVL?




Exercicio: onde se pode incluirum no
para a AVL continuar sendo AVL?




A\

quando € necessario
balancear a arvore?

Se a diferenga de altura das subarvores deve ser 1,
no maximo, entao temos que procurar diferencas
de altura maiores do que isso

Possivel solu¢ao: cada no pode armazenar a
diferenca de altura de suas subarvores

Convencionalmente chamada de fator de
balanceamento (FB) do no




A\

Fatores de balanceamento dos nos

Altura da subarvore direita menos altura da subarvore
esquerda

Hd-He

Atualizados sempre que a arvore € alterada (elemento é
inserido ou removido)

Quandoum fatoré 0, 1 ou -1, a arvore esta balanceada

Quando um fator se torna 2 ou -2, a arvore nao esta mais
balanceada



AVL: quem e e quem nao e







A\

Controle do balanceamento

Altera-se o algoritmo de inser¢ao para balancear a
arvore quando ela se tornar desbalanceada apos
uma insercao (no com FB 2 ou -2)

Se arvore pende para esquerda (FB negativo), rotaciona-se para a
direita

Se arvore pende para direita (FB positivo), rotaciona-se para a
esquerda

podem acontecer



AVL: primeiro caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um no filho com FB
-1 (ou 1)

Os fatores de balanceamento tém sinais iguais: subarvores de
no raiz e filho pendem para o mesmo lado

inserg&o
/ ? o % 1 o
ONO 089
@o



AVL: primeiro caso

8 desce
0 4 sobe

/ \ @ 6 é realocado
Rotacao do nd pai
-1 0 Opaaizoa c(I)irgﬁapal 1/ \ .
% - (2)
0
R © SloL0;
N\

Pendendo para Arvore balanceada!!!
a esquerda




AVL: primeiro caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para um mesmo lado

Rotacao simples para o lado oposto

As vezes, é necessario realocar algum elemento,
pois ele perde seu lugar correto na arvore



AVL: segundo caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um no filho com FB
1 (ou -1)

Os fatores de balanceamento tém sinais opostos: subarvore de
no raiz pende para um lado e subarvore de no filho pende para o

outro
) )
insercao
:;\0 .@0 — :;\

ONO @/@

(s)

0

Hg



AVL: segundo caso

/ 0 Rotacao do noé filho / \

/ \ para a esquerda ‘ /@
oJo jo
(5)° Ol 2) (5)

Rotacao do no pai 0 1
para a direita @ Arvore balanceada!!!




AVL: segundo caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para lados opostos

Rotacao dupla
Primeiro, rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pai

Em seqguida, rotaciona-se o pai para o lado oposto do
desbalanceamento

As vezes, é necessario realocar algum elemento,
pois ele perde seu lugar na arvore



A\

Algoritmo de insercao em AVL

A cada insercao, verifica-se o balanceamento da
arvore

Se necessario, fazem-se as rotagdes de acordo com o
caso (sinais iguais ou nao)

Em geral, armazena-se uma variavel de
balanceamento em cada no6 paraindicar o FB



A\

Declaracao

typedef int elem;

typedef struct no {
elem 1nfo;
struct no *esq, *dir;
int FB;

} no;

typedef struct {
no *ralz;
} AVL;



Inserir os elementos 10,3, 2,5,7€e6
em uma arvore AVL e balancear quando
necessario



Inserir os elementos 1, 2, 3, ..., 10
em uma arvore AVL e balancear quando
necessario






