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O problema do menor caminho

Um motorista deseja encontrar o caminho mais
curto possivel entre duas cidades do Brasil

Caso ele receba um mapa das estradas de
rodagem do Brasil, no qual a distancia entre cada
par adjacente de cidades esta exposta, como
poderia determinar uma rota mais curta entre as
cidades desejadas?

Uma maneira possivel € enumerar todas as rotas
possivels gque levam de uma cidade a outra, e entao
selecionar a menor



Caminhos minimos

O problema do caminho minimo consiste em determinar um
menor caminho entre um vertice de origem u e um vertice de
destino v

Qual o menor caminho entre s e y?




Caminhos minimos

Possiveis caminhos simples




Caminhos minimos

Possiveis caminhos simples




Caminhos minimos

Possiveis caminhos simples

Além de outros
com ciclos....




Caminho minimo

Duas abordagens para caminho minimo

o Se grafo nao valorado (assume-se que cada
aresta tem peso 1), busca em largura € uma boa
opcao =» o caminho minimo coincide com o
caminho mais curto

o Se grafo valorado, outros algoritmos sao
necessarios



Caminho minitmo

Grafo dirigido G(V,E) com funcao peso
w: E—R que mapeia as arestas em pesos
Peso (custo) do caminho (rota) p =<v,, vy, ...,

V> w(p) = iw(vi_l, V.)

5(u,V) :>v sed rota Heu p/v
o0 CC

Caminho d{e {e entre
minq{Ww




Caminho minitmo

Caminho minimo entre os vértices u e v
definido como qualquer rota p com um peso

w(p) = Au,v)

Atencao especial com ciclos e pesos
negativos




Caminho minimo

Qual o caminho minimo entre s e v?
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‘ Caminho minimo

= Qual o caminho minimo entre s e v?
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Caminho minimo

Se h&a um ciclo positivo no caminho, ele nao
faz parte do caminho minimo

o Por qué?
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Perguntas possiveis de se responder para
um digrafo com n vértices € m arestas:

o P1: Existe caminho de v; a v;? (valorados ou nao)

o P2: Qual o numero de caminhos de comprimento
K de v; a v;? (nao valorados)

o P3: Qual € o comprimento do caminho minimo de
v; a v;? (valorados)

o P4: Qual e o custo do caminho minimo de v; a v;?
(valorados)

o P5: Qual é o caminho minimo (menor custo) de v,
a v;? (valorados)
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Algoritmos para Digrafos representados
em Matrizes de Adjacéncia

Def.: A Matriz Caminho, P, de um digrafo
D(V,A) é definida como:

0 pj =1 €=>» 3 um caminho de v, para v,

o p; =0, c.c.

EX. R

X: Matriz Adjacéncia  P: Matriz Caminho

1 2
N ’/ 0110 ) 0111 )
0010 0011
- 3 0001 0011
4 — _ 0010 | _ 0011

Obs.: p; = 1 €=» 3 um ciclo a partir de v; 14




Matriz Caminho - P

Precisamos entao de um algoritmo para
calcular P, a partir de X, para entao
responder a pergunta:

o P1: Existe caminho de v; a v;? (valorados ou nao)

(adiante....)
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Teorema

Seja X a matriz adjacéncia de D, e seja
Y=X". Ent&o y; € o numero total de
sequencias distintas (v;, ..),...(..,v)) que
o Possuem comprimento h

o Correspondem a caminhos em D

Exercicio: provar por inducao sobre h (>1)
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No exemplo anterior

1 — 2

N/

/
4 /

X3

0011
0010
0001

\_ OOlOJ

3

X: Matriz Adjacéncia

0110 )

0010
0001

0010

- _/

X4=X2

"~ 0011
0001
0010

_ 0001

) a

0
0

X5:X3

011
010
001

Y, KOOlOJ

XZ

0011
0001
0010
0001

Se ha caminho de v; a v,
ele aparecera até a
poténcia n de X
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Corolario 1:

Se X" = Matriz Nula, para algum h < n, entao
D é aciclico.

Verifique para o exemplo (n = 3):

1 — 2

\_/

3
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Ja temos, entao, um algoritmo que calcula
X", de ordem n3, para responder a pergunta:

P2: Qual o nUmero de caminhos de comprimento k
de v; a v;? (nao valorados)

Resp.: Calculando X" ; 1 < h <k
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Corolario 2:

Se X é matriz adjacéncia de D e
Q=X+X2+ X3+ ..+ X" entdo a matriz
caminho P e tal que
pi=1€2>q;=0
Repare gue:
g; € a quantidade de caminhos possivels de v; a

v;, de comprimentos < n (pode haver mais, sse
D for ciclico)

Pelo Corolario 1, se ha caminho de v;a v, ele
aparecera até a poténcia n de X
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‘ Exemplo
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O Corolario 2 nos da um algoritmo para
calcular a matriz caminho P a partir de X,
mas ele & muito caro, visto que envolve
muitos produtos de matrizes O(n3).

Para torna-lo mais eficiente, usamos
operacoes booleanas and A e or v no lugar
de multiplicacdo e soma, e redefinimos Xk e
Q, a partir de X, com valores booleanos O e
1.

22



XKoo XK=V XY AXg) 1<ij<n

- — 2

Mas entao Q é a propria matriz P desejada!
Logo: P=X+ X2+ X3+ .., + X",
onde Xk = Xk1 A X
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‘ Algoritmo de Roy-Warshall (RW)

= Calcula P, a matriz caminho de D, a partir de
sua matriz adjacéncia, X.

Algoritmo:
Dada X ,,, matriz adjacéncia de D(V,A)
Inicio

Fagca P = X;

para j = 1 até n facga

para i = 1 até n facga
se p;; =1 /*se ji& hd caminho de i a j*/
entdo para k = 1 até n faca
Pix = Pix V P /*entdo havera de
i a k se houver de j a k */

Fim
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‘ Exemplo

X P
O M 3] [
0 01 0 11
010 0 11
o DN /

Entdao P1 (Existe caminho de v;a v;? ) ja pode ser respondida
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Para digrafos valorados: calculando o

caminho minimo entre 2 vértices
Neste caso, X, a matriz adjacéncia, tem 0s

valores 1 substituidos pelos respectivos pesos.

Seja MC, a Matriz dos custos dos caminhos
minimos, tal que:
MC;; = (1))

p
5(U,Vv) = min{w(p):u=-v}se3 rotadeu p/v

oo CC

-

.

Ou seja, MC; € o custo do caminho minimo entre i e |.
Estrategia: Trocar O-poro-e-1pelopeso,emX
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Algoritmo de Floyd-Warshall (FW)

Dada X de D, cria MC, a matriz dos custos dos caminhos
minimos

Inicio

faca MC = X

para j = 1 até n faca
para i = 1 até n faca

se MC;; # ®wentdo /*se ha caminho de custo MCij de i a j*/
para k = 1 até n faca
MC;,, = min (MC,,, MC;; + MC,,)/*entdo o custo min. de i
a k € o minimo entre o caminho direto de i a k e a soma de i a
j e de j a k*/
Fim
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Exemplo

1 — 13
2 X MC
‘N\ / 6 - I
5 . 4 3 ~ (00 ,4+2)6 XL 00)3 d4+6)
2 o 6 24) 2 6 5 (62+3)
0O 00 o0 (00 2+4)
\_ ) \_©

E assim FW responde P4: Qual é o custo do caminho
minimo de v; a v;? (valorados)
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Consequéncia

O que acontece se, no algoritmo FW, todo
peso for =17?

MC; € o comprimento do menor caminho entre v; €

Vi

Assim, FW tambéem responde:
P3: Qual € o comprimento do caminho minimo de

v; a v;? (valorados)
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Queremos mais...

Além do custo do caminho minimo, e do seu
comprimento, eventualmente queremos o
proprio caminho, ou seja, a sequéncia de
vertices que o compoe

Basta uma pequena alteracao no algoritmo
FW:

Calcula-se simultaneamente a MC, uma
matriz M, de igual dimensao de X.
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Calculo do caminho minimo

No inicio:
M, =k, se X, # o
M, =0, se X, =

Ou seja, no inicio, M, representa o vértice onde
Incide a aresta que parte de v; (O indica
Inexisténcia de aresta)

A ideia é alterar os valores de M sempre gue um
caminho alternativo € calculado (i.e. quando o
custo minimo é alterado), de forma que no final,
M. contém o rotulo do proximo veértice do caminho
minimo de v, a v, 5



Calculo do caminho minimo

P.ex.

Se (v, Vv, V, ...., V,) € 0 cam. minimo de v;a
V,, entao M, =t

Mas o restante do caminho é facilmente

recuperado, uma vez que M, tem 0 proximo
vertice do caminho: v,

E assim por diante
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‘ Algoritmo FW com especificacao de
caminho — FW™

Dada X, cria MC e M
Inicio
faca MC = X
inicialize M conforme a definicgéado¥*
para j = 1 até n faca
para i = 1 até n faca
se MC;; # entéo
para k = 1 até n faca
se MC;, > MC,;; + MC,, entéao
{MC;, = MCij + MCjk;
M;, = My}

Fim

* Slide 31
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‘Calculando M para o exemplo anterior

1L3 X M,
\2 ~ ™ ~ ™
‘N/G o 4 3 0O 2 3
2 2 o 6 1 0 3
\ P ® ©) 0 0 0
M MC
~ N ™
2 2 3 6 4 3
1 1 1 > 6 5
00 0 ) (o w w




Calculando M para o exemplo anterior

; MC M
1 — 13 [ N 4
LNY/6643 2 2 3
) > 6 E 11 1
o o o/ (00 0

Leitura das Matrizes M e MC:

-oc.m.devlavlé(vliv2yvl) comcusto6
-oc.m.devlav2é(vl,v2) comcusto 4
-oc.m.devlav3é(vlv3) com custo 3
-oc.m.dev2avlé (v2,vl) com custo 2
-oc.m.dev2av2é (v2,vl,v2) com custo 6
-oc.m.dev2av3é(v2,vl,v3) comcusto 5
- Nao existem caminhos a partir de v3

~

_/
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Concluindo

E finalmente FW* responde também

P5: Qual € o caminho minimo (menor custo) de v; a
v;? (valorados)

Repare gue, ao usar os algoritmos sobre a Matriz
de Adjacéncia, temos as respostas
simultaneamente para todo par de vertices (i,j), a
um custo de O(n3)

A seguir, veremos um algoritmo, sobre Listas de
Adjacéncias, que responde:

o P4: Qual € o custo do caminho minimo de v; a v;?

o P5: Qual € o caminho minimo (menor custo) de v,
av;?

o Fixado I, para todo | 36



Exercicios

Programe os algoritmos vistos usando o TAD
Matriz de Adjacéncia
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