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Exerćıcio 1 Calcule o valor da integral de superf��cie

∫∫
S

f(x, y, z)dS, onde:

a) f(x, y, z)
.
= 1, para (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do plano x+ y+ z− 1 = 0 que est�a

contida no primeiro octante;

b) f(x, y, z)
.
= x2, para (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do plano z = x que est�a no interior

do cilindro x2 + y2 = 1.

c) f(x, y, z)
.
= x2, para (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e o hemisf�erio superior da esfera z =√

a2 − x2 − y2;

d) f(x, y, z)
.
= x + y, para (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do plano 2x + 3y + z = 6 que

est�a contida no primeiro octante.

Exerćıcio 2 Calcule o valor da integral de superf��cie

∫∫
S

F⃗ • n⃗ dS, nos seguintes casos:

a) F⃗(x, y, z)
.
= (x + 1) · e⃗1 − (2y + 1) · e⃗2 + z · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e o triângulo que

tem como v�ertices os pontos (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1).

b) F⃗(x, y, z)
.
= x2 · e⃗1+y2 · e⃗2+ z2 · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e o tronco do cone z2 = x2+y2

que est�a entre os planos z = 1 e z = 2.

c) F⃗
.
= xy · e⃗1 + xz · e⃗2 +yz · e⃗3, para (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do cilindro y2 = 2− x

que est�a entre os cilindros y2 = z e y = z3.

Exerćıcio 3 Veri�que a validade o Teorema da Divergência para o caso F⃗(x, y, z)
.
= x · e⃗1 − 2y ·

e⃗2 + 3z · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a superf��cie do s�olido Q limitado, delimitado pelos

parabol�oides y = x2 e z2 = 4− x.

Exerćıcio 4 Usando o Teorema da Divergência, calcule a integral de superf��cie

∫∫
S

F⃗ • n⃗ dS, onde

o vetor n⃗ �e o vetor unit�ario normal exterior �a superf��cie S, nos seguintes casos:

a) F⃗(x, y, z)
.
= y sen(x) · e⃗1 + y2z · e⃗2 + (x+ 3z) · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a superf��cie do

s�olido limitado, delimitado pelos planos x = ±1 , y = ±1 , z = ±1.

b)⃗F(x, y, z)
.
= y3ez · e⃗1− xy · e⃗2+ x arctan(y) · e⃗3 e S �e a superf��cie do s�olido limitado e delimitado

pelos planos coordenados e pelo plano x+ y+ z = 1.

c) F⃗(x, y, z)
.
= yez · e⃗1 + (y − zex) · e⃗2 + (xey − z) · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e o toro(√

x2 + y2 − b
)2

+ z2 = a2, onde 0 < b < a est~ao �xados.

d) F⃗(x, y, z)
.
= x3 · e⃗1+y3 · e⃗2+z · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a superf��cie do s�olido limitado,

delimitado por x2 + y2 = 1, z = 0 e z = x+ 2.

Exerćıcio 5 Veri�que a validade do Teorema de Stokes nos seguitnes casos:

a) F⃗(x, y, z)
.
= z · e⃗1 + x · e⃗2 + y · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do parabol�oide

z = 1− x2 − y2 para z ∈ [0,∞).

b) F⃗(x, y, z)
.
= y2 · e⃗1+xy · e⃗2− 2xz · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a calota superior da esfera

x2 + y2 + z2 = a2, onde a > 0 est�a �xado.

c) F⃗(x, y, z)
.
= z·e⃗1−x·e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a superf��cie S �e a parte do cilindro dado em coordenadas

polares por r = 2+ cos θ que est�a acima do plano xOy e abaixo do cone z2 = x2 + y2.
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Exerćıcio 6 Use o Teorema de Stokes para calcular a integral de linha

∮
γ

F⃗ • dR⃗, onde:

a) F⃗(x, y, z)
.
= [3z− sen(x)] · e⃗1+

(
x2 + ey

)
· e⃗2+

[
y3 − cos(z)

]
· e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a curva C admite

a seguinte parametriza�c~ao: x = cos(t), y = sen(t), z = 1, t ∈ [0, 2π].

b) F⃗(x, y, z)
.
= yz · e⃗1+xy · e⃗2+xz · e⃗3, (x, y, z) ∈ R3 e a curva C �e formada pelos lados do quadrado

de v�ertices nos pontos (0, 0, 2), (1, 0, 2), (1, 1, 2) e (0, 1, 2).

Exerćıcio 7 Use o Teorema de Stokes para calcular o valor da integral de superf��cie

∫∫
S

∇⃗×F⃗•n⃗ dS,

onde F⃗(x, y)
.
= y · e⃗1+ ez · e⃗2− arctan(x) · e⃗3, para (x, y) ∈ R2 e a superf��cie S �e a parte do parabol�oide

z = 4−x2−y2 que situa-se acima do plano z = 0 e o vetor n⃗ �e o vetor normal superior �a superf��cie

S.

Exerćıcio 8 Veri�que se o campo vetorial dado por F⃗(x, y, z)
.
=

1

x2 + y2 + z2
(x · e⃗1 + y · e⃗2 + z · e⃗3),

para (x, y, z) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}, �e um campo gradiente de alguma fun�c~ao escalar de�nida no parale-

lep��pedo [1, 2]× [1, 3]× [2, 4].

Exerćıcio 9 Veri�que que as transforma�c~oes abaixo s~ao localmente invers��veis em torno do ponto

Po dado.

a) T(x, y)
.
= ( sen(x+ y), senx− seny), (x, y) ∈ R2 e Po = (0, 0).

b) T(x, y)
.
= (x, f(x, y)), (x, y) ∈ A para Po = (xo, yo) ∈ A onde f : A ⊆ R2 → R �e diferenci�avel em Po

e
∂f

∂y
(Po) ̸= 0.

c) T(x, y, z)
.
= (x, y, f(x, y, z)), (x, y, z) ∈ A para Po = (xo, yo, zo) ∈ A onde f : A ⊆ R3 → R �e

diferenci�avel em Po e
∂f

∂z
(Po) ̸= 0.

Exerćıcio 10 Seja T : R2 \D
.
= {(u, 0) ; u ∈ R} → R2 dada por T(u, v) =

(
u− v,

u

v

)
, (u, v) ∈ D.

a) Calcule T(u, u), para u ∈ R.
b) Mostre que a transforma�c~ao T admite uma transforma�c~ao inversa localmente em torno do ponto

Po = (uo, vo), onde uo ̸= vo e vo ̸= o.

Exerćıcio 11 Seja T : R2 → R2 dada por T(x, y)
.
= (x2 − y2, 2xy), (x, y) ∈ R2.

a) Mostre que a trasnforma�c~ao T �e localmente invers��vel em torno do ponto Po = (xo, yo) ̸= (0, 0).

b) a transforma�c~ao T admite inversa se restringirmos seu dom��nio a todos os pontos de R2 exceto

o (0, 0)? Justi�que.

c) Mostre que o arco de circunferência dado, em coordendas polares, por (r cosθ, r senθ) onde

θ ∈ [0, π] �e levado pela transforma�c~ao T na circunferência centrada na origem e raio r2.

Exerćıcio 12 Mostre que a equa�c~ao f(x, y) = 0 de�ne uma fun�c~ao impl��cita y = g(x) em torno do

ponto (xo, yo) e calcule g ′(x) nos seguintes casos:

a) f(x, y)
.
= x2 − xy+ y2 − 3, (xo, yo) = (1, 2)

b) f(x, y)
.
= 2ex+y − x+ y, (xo, yo) = (1,−1)

c) f(x, y)
.
= xy− 1, (xo, yo) = (1, 1). Calcule tamb�em g"(1).

Exerćıcio 13 Seja f : R → R uma fun�c~ao com derivada cont��nua em R. Apresente uma condi�c~ao

sobre a fun�c~ao f que possibilitar�a que a equa�c~ao

2f(xy) = f(x) + f(y)

de�na, implicitamente, y como uma fun�c~ao de x em torno do ponto (1, 1).
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Exerćıcio 14 Sejam xo ̸= 0 e xo ̸= 1. Mostre que se o ponto (x, y) est�a su�cientemente pr�oximo

do ponto (x0, 0), a equa�c~ao sen
(
x2y

)
− xy = 0 �e equivalente �a equa�c~ao y = 0.

Exerćıcio 15 Qual �e o lugar geom�etrico dos pontos (x, y) que satisfazem a equa�c~ao:

a) y2 + x2ey = 0 ?

b)
[
e sen(x) − 1

]2
+ [ sen(y) − 1]2 = 0?

c) Estude as equa�c~oes anteriores de acordo com o Teorema das Fun�c~oes Impl��citas.

Exerćıcio 16 Seja F : R2 → R dada por F(x, y)
.
= x2+y2−x3, para (x, y) ∈ R2. Encontre, se poss��vel,

uma solu�c~ao do tipo y = f(x) da equa�c~ao F(x, y) = 0, nos seguintes casos:

a) em uma vizinhan�ca do ponto (5, 10).

b) em uma vizinhan�ca do ponto (10,−30).

c) Observe que, no caso, da equa�c~ao F(x, y) = 0 teremos y2 = x3 − x2 = x2(x − 1). Logo, existe

uma regi~ao do plano onde a equa�c~ao F(x, y) = 0, n~ao ter�a solu�c~ao. Qual �e?

d) Em que pontos (xo, yo) do lugar geom�etrico F(x, y) = 0 n�os não temos um intervalo I, contendo

xo, tal que F(x, y(x)) = 0 para x ∈ I?
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