SMA 0333 Calculo III - Lista 5

Eng. Aeronautica

1. Determine o dominio da fungao dada por f(x) = lim f,(x), onde
n—oo

Q) fala) =" b) fula) = g ©) fule) = nae
D 5w = (14 )"0 ) = Ty ) ) = [
9) ful@) = ——5 ) fula) =

n 4+ x2

2. Seja {f,} uma sequéncia de fungoes definidas em A. Seja B C A, onde para
todo x € B e todo £ > 0 existe inteiro positivo ngy tal que se n > ng e m > nyg

entdo |f,(x) — fi(z)] < €. Mostre que existe f : B — R tal que para todo
x € B temos que f(z) = lim f,(z).
n—oo

3. Seja fn(r) = -

na?
(a) Determine o dominio da func¢do dada por f(z) = lim f,(x).
n—oo
(b) A sequéncia {f,} converge uniformemente a f em (0, +00)? Eem [1, +00)?

(c) Esboce o gréfico das fungoes fi, fo e fs.

4. Verifique se a convergéncia é uniforme onde f(z) = lim f,(z) e:
n—oo

o o ; _ 1—nz, ngS%
) hl) = 0sast naw=1
1 1 .
C)fn(x)_x—{—n’ x>0 d)fn(x):Ee , x€R
) L) =1 0<e<1 f) L@ = reltw)

5. Mostre que a sequéncia de fungoes f,(z) = cos(nz), com x € [0,27] nao é
convergente.

6. Dados um conjunto X C R, {a,} sequéncia numérica convergente para um
nimero a € Re g : X — R uma funcao. Definimos f, : X — R por
fn(z) = ang(x). Mostre que a sequéncia { f,,} converge em X para f: X — R
dada por f(z) = ag(x).

Com isso mostre que f,(r) = £ converge para a fungao nula para z € R.



10.

11.

Mostre que a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R dada por f,(z) = z"
converge para f : [0,1] — R definida como f(z) =0sez € [0,1) e f(1) = 1.

o0

. Se a série numérica E a, ¢ convergente, onde a,, > 0 para todo n € N, entao

n=0

e n
- ~ an®
a série de fungoes E
— 1+ xr2n

converge uniformemente para todo nimero real.

Estude a convergéncia uniforme das seguintes séries de fungoes:

cos(nx) + sen(nx)

[M]#

= 1 > cos(nx)
a)zn2+x2,x€R b)z - ,zte€R ¢ -
n=0 n=0 n=0
(o9} n o0 1
d) Zz—',xe[—r,r],r>0 e) ZT‘x",xE[—r,r], 0<7“<§
n!
n=0 n=0

c) Zan—kl’ rxe[-rr], 0<r<l.

Suponhamos que E fn € uniformemente convergente em A a uma funcao

n=1
= an(x) Seja g : A — R tal que, para todo z € A, |g(z)| < M, onde

o0

M > 0 é um numero real fixo. Prove que E gfn converge uniformemente em

n=1

A a fungao h(z) = f(x)g(x).

Mostre que:

(a) Se f(x Zsen ) entao

/01 fla)da = inQ (1 - cos(%))

n=

Dica: Use o fato que quando z € [0, 7] entdo sen(x) < .

(b) Se f(x) = Z % entao

n=0

,xeR



! 1 & 1
/0 flz)de = 5;m(l + ﬁ>

12. (a) Verifique que a série Z
n=0

1

——— converge uniformemente, dentre R, a
T +n

funcao
=2
— Oa: +n

(b) Justifique a igualdade

o0

/1 dx—Z%arctg( )

=0

o0
13. Seja ag, k > 1, uma sequéncia numérica dada. Suponha que a série g ay, cos(kx)
k=1

convirja uniformemente em | — 7, 7[. Seja f(z Z ay cos(kx), x €] — m, 7[.

Prove que para todo natural k£ > 1,

_ % /_ W F(z) cos(kz)dz

14. Sejam ay, kK > 0, e by, £ > 1, sequéncias numéricas dadas. Suponha que a
série .
ap
> + Z ay, cos(kx) + by, cos(kx)]
k=1
convirja uniformemente em | — m, 7[. Seja

+ Z ap cos(kx) + by cos(kx)], =z €] —m, |
k=1

%o
2
Prove que para todo natural & > 1,

= %/:f(x) cos(kx)dz, k>0,

= %/_: f(z)sin(kx)dz, k> 0.



15. Considere a funcao f dada por

16.

17.

(a) Qual o dominio de f7
(b) Mostre que f é continua.

(c) Justifique a igualdade:

1 o
[ e =2

(d) Prove que para todo x no dominio de f,

f(z) = Z%

Justifique todas as suas afirmacoes.

(Critério de Cauchy para sequéncias): Mostre que uma sequéncia de
fungoes {f,}, definidas em B C R, converge uniformemente para f : B — R
dada por

f(z) = lim f,(x)

n—oo

se, e somente se, para todo € > 0 dado existir um natural ny tal que, para
quaiquer que sejam os naturais n e m com m > ng e n > ng, € para todo
r € B,

[ful@) = fin(2)] <&

[e.e]

(Critério de Cauchy para séries): Mostre que a série de fungoes Z fr
k=0

oo
converge uniformemente, em B, para a fungao f(z) = g fr(x) se, e somente
k=0

se, para todo € > 0 dado, existir um natural ny tal que, quaisquer que sejam

os naturais n e m com m > ng € n > ng, € para todo r € B,

m

> flx) =) ful@)]-

k=0



