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NoME E NOMERO USP:

Teste 1
26 de marco de 2015

Questao Resposta

1. VouF? | a (V) b(F) c(V) d(F) e (V)
2. (v) (b) (c) (d) (e)
3. (a) (v1) (<) (d) (e)
4. (a) (b) (c) (V) (e)
5. (a) (b) (c) (d) (V)
6. (a) (v1) (c) (d) (e)
v (a) (b) (c) (d) (V)
8. (a) (b) (v1) (d) (e)
9. (v) (b) (c) (d) (e)
10. (a) (v) (<) (d) (e)

1. Marque V para verdadeiro e F para falso.

(a)

(b)

(V) Se (an) converge para 0 e (by,) é limitada ent&o (a,bn) converge para 0.

Resolugao: E o teorema do infinitésimo por limitada demonstrado em classe.

(F) A sequéncia V2,\/2V2, \/ 2V/ 2V2,... diverge.
1

Resolucao: Basta observar que se trata da sequéncia a, = 23+ ()N Z 1= )
para 2 quando n — oco. Outro modo € verificar que a sequéncia é mondtona e limitada.
(V) Se lim x, =ae lim (xn —yn) =0 entdo lim y, = a.
n—oo n—oo n—oo
Resolugao: Basta ver que yn =xn — (Xn —yYn) 2 a—0=a.
e (xn) é convergente e (y,,) é divergente entdo (x, + yn) é convergente.
F)S é gent Yn ) é divergente entd Yn) € gent

Resolugao: Se (xn+yn) convergisse entdo (yn) terta de convergir, pois seria igual & diferenca
de duas sequéncias convergentes, a saber, Yn = (Xn +Yn) — xXn. Isto € impossivel pois (Yn)
diverge.

(V) A fim de que uma sequéncia (x,,) ndo possua subsequéncia convergente é necessario e suficiente
que lim |x,| = +oco.
n—oo

Resolugao: Vamos supor que (x,,) ndo possua subsequéncia convergente. Devemos mostrar
que lim |x,| = +o0o. De fato, se isto ndo ocorresse entdo ezistirta M > 0 tal que para
n—oo

cada k > 1 emistia um indice ny tais que |xn. | < M. Ou seja, existiria alguma subsequéncia
(Xn, ) limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (xn, ) teria uma subsequéncia (X, )
. ~ . ~ . A ].
convergente. Ou seja, se ndo vale que lim |x,| = +oo entdo (x,) possui alguma subsequéncia
n—oo

convergente; uma contradi¢do.
Reciprocamente, suponha que lim [xn| = +o00. Seja (xn,) uma subsequéncia de (xn). Temos
n—oo

lim |xn, | = +o00. Portanto, (xn,) diverge.
k—o0

2. Considere as seguintes afirmagbes

I-

IT -

Se ) 1 =3entdor=2/3.

n=0

(o)
N&o existe s € R que satisfaz Z st =-3.

n=0
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III - Vale que Z(—3)“ =1/4.
n=0

E correto afirmar que
(a) v'As afirmagdes I e II sdo verdadeiras.
(b) As afirmagdes I e II sdo falsas.
(c) A afirmagéo [ é verdadeira e a afirmagéo I é falsa.
(d) As afirmagées I e III s&o verdadeiras.

(e) A afirmagio II é falsa e a afirmag8o III é verdadeira.

Resolugao:
oo
I — Verdadeiro. Basta usar que para —1 < r < 1 a série geométrica Z 1™ wvale 1/(1 —r). Logo,
n=0
oo
para —1 <r <1, Z ™ equivale a 1/(1 —1) =3, ou seja, r =2/3.
n=0
II — Verdadetro. Se ezxistisse a série teria de ser convergente, isto, é deveriamos ter —1 <s<1 e
1/(1 —s) = —3. Mas esta ultima equagdo sé tem a solugdo s =4/3 > 1.

III - Falso. A série diwverge.

[e.e]
3. Considere a série f(x) = E sen’™ x. Assinale a alternativa correta.
n=1

a série acima diverge para todo x € R.
VE(x) =tan? x, —1/2 < x < /2.
x) =cosx, —T/2 < x < 7/2.

) A

)

) f(

d) f(x) =cosx, —m/2 <x < m/2.
) f(

Gcao

O

(e
Resoluga Trata-se de uma série geométrica de razdo r = sen’x. Se —m/2 < x < m/2 entdo
0 <sen’x < 1. Logo, a série converge para (comeca emn=1)

x) =cosx, x € R.

T senz X senz X

2
T T T sen?x — colx =tan“x, —m/2<x<m/2.

4. A quantidade de numeros inteiros k > 1 para os quais ambas as séries

oo (_ oo
Z € g 10m

n=1

sdo convergentes é

(d) v5
(e) 7

Resolugao: A primeira série sé converge se k for impar. A segunda sé converge se a razdo, que
€ positiva, for menor do que 1. Logo, precisamos contar quantos niumeros impares maiores ou
iguars a 1 satisfazem k/10 < 1. SGo cinco ndmeros, a saber, 1,3,5,7 e 9.
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5. O conjunto dos numeros reais x tais que a série Z n*’ =7 converge € o intervalo
n=I1
(a) (*00,3)
(c) (3,+00)
(d) (2,+00)
(e) ‘/(_0032)

oo

Resolugao: E uma p—’'série E — comp = 9 —x3. Logo, a série converge se e somente se
n

n=1
p:9—x3 > 1, isto €, x < 2.
6. O maior conjunto dos numeros reais r tais que a série Ti ﬁ diverge €
(a) (—00,0)
(b) v/ (—o0,1]
(c) (0,1)
(d) [0,1]
(e) R
Resolugao: Podemos aplicar o critério da integral. A série diverge se e somente se a tntegral
L+°° 1/(x(Inx)")dx diverge. Fazendo a mudanca u = lnx a integral fica J+o: 1/u"du. Esta ultima
In

diwverge se e somente se v < 1.

7. Das seguintes séries

S Vn+l—yn > > o 1
L. Z7 L Z]n+\/ﬁ 111 ;(—1) 1 sen (n)

n=1

> lnn o= arctgn
IV. T;F V. T; 1+i .
convergem
(a) somente I.
(b) somente II e III.
(c) somente III e IV.
(d) somente I, IIe V.
(e) v'somente I, IV e V.
Resolugao:

I — Ractonalizando vemos que

vn+1l—yn 1
n Cn(vn+1 + )’

3/2

A série converge fazendo a comparagao pelo limite com 1/n

II - Fazendo a comparagdo pelo limite com 1/n vemos que diverge.
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1 .

IIT — O médulo do termo geral é nsen () que tende a 1 pelo primeiro limite fundamental. Logo
n

a série dwverge pois seu termo geral nao tende a zero.

IV — Utilize comparagido pelo limite com 1/n%/?.

. 1
Usando L’Hospital vemos que I:—;Lz — 0. Por-
n

tanto, converge.
V — Observe que /4 < arctgn < /2. Assim,

arctgn /2 T

0< < 5=
T+n?2 = 14n2 = 2n?

Segue por comparagcdo que a série converge.

8. Considere as afirmagdes:

(o)
I- Se lim a,, = a entdo a série telescdpica E — an41) é convergente e vale ap — a.
n—oo
n=0

IT - Se a série telescépica Z (an — any1) é convergente entdo lim a, =0.
= n—oo
= 1
IIT - Val =1/4.
aequeé(4n+1)(4n+5) /

E correto afirmar que:
(a) Todas as afirmages sdo verdadeiras.
(b) As afirmagdes I e III sdo falsas.
(c) VA afirmagédo I é verdadeira e a afirmag&o II é falsa.
(d) As afirmagdes II e III s&o verdadeiras.
(e) As afirmagdes II e III sdo falsas.
Resolucgao:
I — Verdadeiro. Basta ver que a reduzida (soma parcial) da série telescépica € sp = ap — An41.

II — Falso. Basta tomar a, = 1.

1 1

IIT — Verdadeiro. Tome na série telescépica a, = ——. Temos a, —a = s
Prea dn = Zam + 1) nTEH T T Un - 1)(@n+5)
ap=1/4ea, —0.
9. Considere as afirmagoes:
o0
I- Se lim a, =0 entdo a série Z an é convergente.
n—oo
n=0
II- Se lim ap = 0 e (a,) é uma sequéncia decrescente de niimeros reais positivos entdo a série
mn—oo
o0
Z (—1)"a, é convergente.
n=0
n+l 1
IIT - A série Z nn é convergente.

IV - A série Z é divergente.

4+3
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10.

E correto afirmar que:
(a) v As afirmagdes II e III sdo verdadeiras.
(b) As afirmagdes I e III sdo falsas.
(c) A afirmagéo I é verdadeira e a afirmagées II, III e IV s8o falsas.
(d) As afirmagdes I, II e III s&o falsas.
(e) A afirmagio II é falsa e a afirmagéo I é verdadeira.
Resolugao:
I — Falso. Série harmédnica diverge e seu termo geral tende a zero.

II — Verdadeiro. E o Teste da série alternada visto em classe.

. Inx . . 1T —1Inx
III — Verdadetro. Temos que f(x) = X decresce para x > e, pois sua derivada é f'(x) = 5
X X
0 se x > e. Além disso, usando L’Hospital temos HI_{I f(x) = 0. A série converge pelo critério da
X—+00
série alternada.
3 . ) . x2(x* —3)
IV - Falso. Temos que f(x) = — decresce para x > V'3, pois sua derivada é f'(x) = BT <0
X X
se x > V3. Além disso, usando, p. ex., L’Hospital temos lim f(x) = 0. A série converge pelo

X—+00
critério da série alternada.

Quais das seguintes sequéncias convergem?
1 " —1)"n?
I. ap =ntan — II. ap = (1" (1 + ) III. an = M
n n n?+1

(a

I e II convergem e III diverge.

)
(b) v I converge e II e III divergem.
(c) I eIl divergem e III converge.
(d) II converge e I e III divergem.
(e) I e III convergem e II diverge.
Resolucgao:
I. Converge pois
1 sent  senl 1
ntan —=n—7 = —+ o Ix1=1
n COos Py " COos Py
II. Dwerge pois azn, — e enquanto que Ayni] — —€.
III. Diverge pois
n+4n?
A= gy
enquanto que
M1 —(2n+1)2
Aont1 = — —1.

2n+1)2+1
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