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1. Os autovalores e autovetores de uma matriz de correlações amostral são

λ̂1 = 1, 96, ê1 = (0, 625; 0, 593; 0, 507)′,

λ̂2 = 0, 68, ê2 = (−0, 219; −0, 491; 0, 843)′,

λ̂3 = 0, 36 e ê3 = (0, 749; −0, 638; −0, 177)′.

(a) Adotando um modelo com um único fator comum, apresente estimativas das

cargas fatoriais, das comunalidades e das variâncias espećıficas.

Solução. Aplicando o método dos componentes principais a um modelo com

k = 1 fator, a estimativa da matriz (neste caso, vetor p× 1) de cargas fatoriais

é dada por

Λ̂ = λ̂
1/2
1 ê1 =

√
1, 96×


0, 625

0, 593

0, 507

 =


0, 875

0, 830

0, 710

 . (1)

A partir de (1) obtemos as estimativas das comunalidades, dadas por ĥ21 =

0, 8752 = 0, 766, ĥ22 = 0, 8302 = 0, 689 e ĥ23 = 0, 7102 = 0, 504. Uma vez que

foi utilizada a matriz de correlações amostrais, as estimativas das variâncias

espećıficas são ψ̂1 = 1−ĥ21 = 0, 234, ψ̂2 = 1−ĥ22 = 0, 311 e ψ̂3 = 1−ĥ23 = 0, 496.

(b) Apresente uma forma de avaliar se o ajuste do modelo é satisfatório e comente.

Solução. De acordo com o item (a), as estimativas das três comunalidades são

maiores do que 0, 5, sendo que ĥ23
∼= 0, 5. Notar que a percentagem da variância

total (das variáveis padronizadas) explicada pelo primeiro componente princi-

pal é 100× 1, 96/3 ∼= 65%, que não é muito alta.

2. A Figura 1 contém o gráfico de dispersão de uma amostra de n pares das variáveis

X1 e X2.

(a) As observações A, B e C são aberrantes?

Solução. Analisando as n − 3 observações (X1, X2) identificadas pelo śımbolo

“•”, conclúımos que em relação a estas, as observações A, B e C são aberrantes

bidimensionais.

(b) Considere a amostra de n − 3 observações identificadas pelo śımbolo “•”.

Compare os resultados das análises de componentes principais nas seguintes
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condições: (i) com estas observações e (ii) com a amostra de n− 2 observações

obtida pela inclusão do ponto A.

Solução. Na Figura 1 apresentamos a localização aproximada dos eixos dos es-

cores dos componentes principais (Y ∗1 , Y
∗
2 ) correspondentes à amostra de n− 3

observações identificadas pelo śımbolo “•”. Pela sua posição, notamos que a

inclusão da observação A não provoca grande mudança nos eixos Y ∗1 e Y ∗2 , mas

contribui para aumentar a variância dos escores Y ∗1 . Sendo assim, ao incluir

a observação A, há um aumento da proporção da variância total explicada

pelo primeiro componente principal (e consquentemente há uma redução da

proporção da variância total explicada pelo segundo componente principal).

(c) Considere a amostra de n−2 observações identificadas pelo śımbolo “•” e mais

a observação A. Compare os resultados das análises de componentes principais

nas seguintes condições: (i) com estas observações e (ii) com a amostra com-

pleta de n observações.

Solução. Pela localização dos pontos B e C, notamos que a inclusão destas

observações não provoca grande mudança em relação á solução comentada no

item 2b. Entretanto, a inclusão das observações B e C contribui para aumentar

a variância dos escores Y ∗2 . Sendo assim, ao incluir as observações B e C, há

uma redução da proporção da variância total explicada pelo primeiro compo-

nente principal (e consquentemente há um aumento da proporção da variância

total explicada pelo segundo componente principal).

3. O vetor X com distribuição Np(µ,Σ) é dividido como

X =

Y
Z

 , com dimensões q × 1 (Y ) e (p− q)× 1 (Z), p > 1 e 1 ≤ q < p.

O vetor de médias e a matriz de covariâncias são divididos como

µ =

µY
µZ

 e Σ =

ΣY Y ΣY Z

Σ′Y Z ΣZZ

 .
A e B são matrizes q × q e q × (p− q), respectivamente. Determine a distribuição

de AY +BZ.

Solução. Escrevemos

AY +BZ =
[
A, B

]Y
Z

 = HX,
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Figura 1: Gráfico de dispersão com escores dos componentes principais.

em que H = [A,B] é uma matriz q × p. Portanto, AY + BZ é um vetor de q

combinações lineares de X. Logo, a distribuição de AY +BZ é normal q-variada

com vetor de médias

Hµ =
[
A, B

]µY
µZ

 = AµY +BµZ

e matriz de covariâncias

HΣH ′ =
[
A, B

]ΣY Y ΣY Z

Σ′Y Z ΣZZ

A′
B′


=
[
AΣY Y +BΣ′Y Z , AΣY Z +BΣZZ

]A′
B′


= AΣY YA

′ +BΣ′Y ZA
′ +AΣY ZB

′ +BΣZZB
′.

4. (a) O vetor X = (X1, X2)
′ tem função densidade f(x1, x2) = C, se x21 + x22 ≤ k2,

e f(x1, x2) = 0, caso contrário. Determine o valor de C.

Solução. Definimos A = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 ≤ k2}. Como f(x1, x2) é uma
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função densidade, devemos ter

1 =

∫∫
R2

f(x1, x2)dx1dx2 =

∫∫
A

Cdx1dx2 = C

∫∫
A

dx1dx2

= C × área(A) = Cπk2.

Logo, C = 1
πk2

.

(b) Afirma-se que

f(x) =
1

4
√

3π3
exp

{
−

[
(x1 − 1)2

6
+

(x2 − 2)2

4
+
x23
2

]}
, x ∈ R3,

representa a função densidade de um vetor aleatório X = (X1, X2, X3)
′ com distri-

buição N3(µ,Σ). Determine µ e Σ. As variáveis são independentes?

Solução. Como p = 3, f(x) deve ser escrita como

f(x) =
1

(2π)3/2|Σ|1/2
exp

[
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

]
.

Iniciamos simplificando as parcelas entre colchetes na expressão de f(x) do enunci-

ado, obtendo

f(x) =
1

4
√

3π3
exp

{
− 1

2

[
(x1 − 1)2

3
+

(x2 − 2)2

2
+ x23

]}
, x ∈ R3. (2)

A expressão entre colchetes na eq. (2) corresponde a (x−µ)′Σ−1(x−µ). Notando

que na eq. (2) os coeficientes de xjxl, para j 6= l são nulos, temos que µ = (1, 2, 0)′,

Σ−1 = diag(1/3, 1/2, 1), de modo que Σ = diag(3, 2, 1), |Σ| = 6 e (2π)3/2|Σ|1/2 =

4
√

3π3. As variáveis são independentes, pois a distribuição é normal e a matriz de

covariâncias Σ é diagonal.
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