12 prova — 22/2012
1. Os autovalores e autovetores de uma matriz de correlacoes amostral sao

A =1,96, & = (0,625: 0,593; 0,507),
X2 =0,68, & = (—0,219; —0,491; 0,843)’,
X3 =0,36 e e;=(0,749; —0,638; —0,177)".

(a) Adotando um modelo com um tnico fator comum, apresente estimativas das
cargas fatoriais, das comunalidades e das variancias especificas.
Solucao. Aplicando o método dos componentes principais a um modelo com

k =1 fator, a estimativa da matriz (neste caso, vetor p X 1) de cargas fatoriais

¢ dada por
0,625 0,875
A=X)"e =/1,9x 0,53 =102830]. (1)
0,507 0,710

A partir de (1) obtemos as estimativas das comunalidades, dadas por E% =
0,875% = 0,766, h2 = 0,830% = 0,689 e h? = 0,710> = 0,504. Uma vez que
foi utilizada a matriz de correlacoes amostrais, as estimativas das variancias

especificas sio 1y = 1—h? = 0,234, ¢y = 1—h2 = 0,311 e 3 = 1 —h2 = 0,496.

(b) Apresente uma forma de avaliar se o ajuste do modelo é satisfatério e comente.
Solugao. De acordo com o item (a), as estimativas das trés comunalidades sao
maiores do que 0, 5, sendo que ﬁ% = 0, 5. Notar que a percentagem da variancia
total (das varidveis padronizadas) explicada pelo primeiro componente princi-

pal é 100 x 1,96/3 = 65%, que nao é muito alta.

2. A Figura 1 contém o gréafico de dispersao de uma amostra de n pares das variaveis

X1 (§ Xg.

(a) As observacoes A, B e C sao aberrantes?
Solugao. Analisando as n — 3 observagoes (X, X») identificadas pelo simbolo
“e”, concluimos que em relacao a estas, as observacoes A, B e C sao aberrantes
bidimensionais.
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(b) Considere a amostra de n — 3 observagoes identificadas pelo simbolo “e

Compare os resultados das andlises de componentes principais nas seguintes



condigbes: (i) com estas observagoes e (ii) com a amostra de n — 2 observagoes
obtida pela inclusao do ponto A.

Solugao. Na Figura 1 apresentamos a localizagao aproximada dos eixos dos es-
cores dos componentes principais (Y;*, Y5*) correspondentes a4 amostra de n — 3
observagoes identificadas pelo simbolo “e”. Pela sua posicao, notamos que a
inclusao da observacao A nao provoca grande mudanga nos eixos Y;" e Y5, mas
contribui para aumentar a variancia dos escores Y;*. Sendo assim, ao incluir
a observacao A, ha um aumento da proporcao da variancia total explicada
pelo primeiro componente principal (e consquentemente hd uma redugao da
propor¢ao da variancia total explicada pelo segundo componente principal).
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(c¢) Considere a amostra de n — 2 observagoes identificadas pelo simbolo “e” e mais
a observacao A. Compare os resultados das andlises de componentes principais
nas seguintes condigdes: (i) com estas observagoes e (ii) com a amostra com-
pleta de n observacoes.

Solucao. Pela localizacao dos pontos B e C, notamos que a inclusao destas
observagoes nao provoca grande mudanga em relacao a solugao comentada no
item 2b. Entretanto, a inclusao das observacoes B e C contribui para aumentar
a variancia dos escores Y,". Sendo assim, ao incluir as observagoes B e C, ha
uma reducao da proporcao da variancia total explicada pelo primeiro compo-
nente principal (e consquentemente hd um aumento da proporcao da variancia

total explicada pelo segundo componente principal).

3. O vetor X com distribuicao N,(p,3) é dividido como
Y . N
X = , com dimensoes ¢ X 1 (Y)e(p—q)x1(Z), p>lel<qg<p.
Z

O vetor de médias e a matriz de covariancias sao divididos como

[75% Yyy Xyz
Bz ¥y, Xzz

A e B sao matrizes ¢ X g e ¢ X (p — q), respectivamente. Determine a distribuicao

de AY + BZ.

Solugao. Escrevemos

AY + BZ = [A, B} — HX,
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Figura 1: Grafico de dispersao com escores dos componentes principais.

em que H = [A, B] é uma matriz ¢ x p. Portanto, AY + BZ é um vetor de ¢
combinacoes lineares de X . Logo, a distribuicao de AY + BZ é normal ¢-variada

com vetor de médias

Ky

= [ o] *
Z

= Apy + By

e matriz de covariancias

Yyvy Zyz| |A

HXH' - |4, B N

- |:A2yy—|—BE/YZ, Azyz—i—BEZZ

/

— A%y A + BS, ,A' + ASy,B' + BY,,B'.

(a) O vetor X = (X1, X)) tem funcio densidade f(x1,22) = C, se 22 + x3 < k?,
e f(z1,x2) =0, caso contrario. Determine o valor de C.

Solucao. Definimos A = {(x1,z3) € R? : 22 4+ 23 < k*}. Como f(z1,7) é uma



funcao densidade, devemos ter

1= // f($1,$2)d$1d$2 = // Od$1d1'2 = C// dl’ldl'g
R2 A A

= O x drea(A) = Crk>.

Logo, C' = —5.
(b) Afirma-se que

1 (r1 —1)* (w9 —2)* 22 3
f(m):4\/ﬁexp{—[ 5 + 1 +§]},mER,

representa a fungao densidade de um vetor aleatério X = (X7, Xy, X3)" com distri-
buicao N3(p,X). Determine p e 3. As varidveis sao independentes?

Solucdo. Como p = 3, f(x) deve ser escrita como

(@) = g o | 3@~ W= e - ).

Iniciamos simplificando as parcelas entre colchetes na expressao de f(x) do enunci-

ado, obtendo

fle) = {_1[@1_1):(@_2)2“%

V=R B 2

}, x € R®. (2)

A expressao entre colchetes na eq. (2) corresponde a (& — p)' X! (x — p). Notando
que na eq. (2) os coeficientes de x;x;, para j # [ sdo nulos, temos que p = (1,2,0)/,
>~ = diag(1/3,1/2,1), de modo que ¥ = diag(3,2,1), || = 6 e (27)32|X|/2 =
4+/373. As varidveis sao independentes, pois a distribuicao é normal e a matriz de

covariancias 3 é diagonal.



