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Arvores binarias de busca (ABB)

Excelentes para busca
O(log, n)

Sabe-se que
Lista encadeada é

Eficiente para insercao e remog¢ao dinamica de
elementos, mas ineficiente para busca

Lista sequencial (ordenada) é

Eficiente para busca, mas ineficiente para insercao e
remocao de elementos

mas... ABBs: solucao eficiente para insercao,
remocao e busca



ABB

Contra-exemplo

Insercao dos elementos na ordem em que
aparecem

A B CDE,...Z
1000, 999, 998, ..., 1



ABB

O desbalanceamento da arvore pode tornar a
busca tao ineficiente guanto a busca
seguencial (no pior caso)

O(N)

Solucao:

Balanceamento da arvore



Arvores balanceadas

Uma arvore binaria é dita balanceada se, para cada
no, as alturas de suas duas subarvores diferem de,
no maximo, 1




AVL

Arvore binaria de busca balanceada

Para cada no, as alturas das subarvores
diferem em 1, no maximo

Proposta em 1962 pelos matematicos russos

G.M. Adelson-Velskki e E.M. Landis
Meétodos de insercao e remocao de elementos

desenvolvidos de forma que a arvore nao figque
desbalanceada



AVL: quem é e guem nao e?

(a) (b) (c)



AVL: quem é e guem nao e?

©) (b)
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Pergunta: a arvore abaixo € AVL?




Exercicio: onde se pode incluir um né
para a AVL continuar sendo AVL?

o e ’i‘o .oif




AVL

Como € gque se sabe quando & necessario
balancear a arvore?

Se a diferenca de altura das subarvores deve
ser 1, no maximo, entao temos que procurar
diferencas de alturas maiores do que isso

Possivel solucédo: cada n6 pode manter a
diferenca de altura de suas subarvores

Convencionalmente chamada de fator de
balanceamento (FB) do no
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AVL

Fatores de balanceamento (FB’s) dos nés

Altura da subarvore direita menos altura da subarvore
esquerda

Hd'He

Atualizados sempre que a arvore € alterada (elemento
é inserido ou removido)

Quando um fator € 0, 1 ou -1, a arvore esta
balanceada

Quando um fator se torna 2 ou -2, a arvore esta
desbalanceada

Operacoes de balanceamento!
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AVL: guem é e quem nao e

©) (b)



AVL: exemplo de desbalanceamento




AVL

Controle do balanceamento

Altera-se o algoritmo de insercao para
balancear a arvore quando ela se tornar

desbalanceada ap6s uma insercédo (N6 com
FB 2 ou -2)

Rotacoes

Se arvore pende para esquerda (FB negativo),
rotaciona-se para a direita

Se arvore pende para direita (FB positivo), rotaciona-
Se para a esquerda

2 casos podem acontecer
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AVL: primelro caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 e um no filho com FB -1
ou
Raiz de uma subarvore com FB 2 e um no filho com FB 1

Os fatores de balanceamento tém sinais iguais: subarvores do no
raiz e do filho pendem para o mesmo lado

insergao
% oQ o /. 1 o
ONO OR9
@o
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AVL: primelro caso

8 desce

0 4 sobe

-2
e @ 6 é realocado
Rotacao do no pai
-1 0 para a direita / \
(n6 com FB=2) @1 0

X ¢ loRoRo;
5

Pendendo para Arvore balanceada
a esquerda




AVL: primelro caso

I 8 desce

-2 0 4 sobe
@ 6 é realocado
Rotacao do no pai
-1 0 para a direita / \
(n6 com FB=2) @1 0
@ Rotacédo simples DD 0 0 0
o ) (Direita-Direita) @
Pendendo para Arvore balanceada
a esquerda




AVL: primelro caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para um mesmo lado

Rotacao simples para o lado oposto
EE (Esquerda-Esquerda) ou DD (Direita-Direita)

As vezes, é necessario realocar algum
elemento, pois ele perde seu lugar na arvore
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AVL.: segundo caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 e um no filho com FB 1
ou
Raiz de uma subarvore com FB 2 e um no filho com FB -1

Os fatores de balanceamento tém sinais opostos: subarvore do no
raiz pende para um lado e subarvore do no filho pende para o

outro
) (o)
insercao
-1
CS’
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AVL.: segundo caso
T wmEy o
ojo Jo

O) O; ONO
Coandrats (4 firvore balanceads

(né com FB=-2) /




AVL.: segundo caso
2 s
Rotacao do no filho
/@1 @ e
..
ORO

/

oo Dot (4)

/ 0 S
(s) ) ) (5

Rotacao do nd pai 0 1
para a direita @ Arvore balanceada

(né com FB=-2) /




AVL.: segundo caso

Quando subarvores do pai e filho pendem para lados
Opostos

Rotacao dupla

Primeiro, rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pai

Em seguida, rotaciona-se o pai para o lado oposto do
desbalanceamento

ED ou DE (com raciocinio inverso)

As vezes, é necessario realocar algum elemento, pois
ele perde seu lugar na arvore
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AVL

Assegura-se o rebalanceamento de todos 0s
ancestrais de p e, portanto, o
rebalanceamento da arvore toda
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AVL

Novo algoritmo de insercao

A cada insercao, verifica-se o balanceamento
da arvore

Se necessario, fazem-se as rotacoes de acordo
COm 0 caso (sinais iguais ou nao)

Armazena-se uma variavel de balanceamento
em cada no para indicar o FB
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AVL

Declaracao

typedef int elem;

typedef struct no {
elem 1nfo;
struct no *esq, *dir;
int FB;

} no;

typedef struct {
no *raiz;
} AVL;
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AVL

Exercicio

Inserir os elementos 10, 3, 2,5, 7 e 6 em uma
arvore AVL e balancear quando necessario
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AVL

Exercicio

Inserir os elementos 1, 2, 3, ..., 10 em uma
arvore AVL e balancear quando necessario
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AVL

Os percursos em-ordem da arvore original e
da balanceada permanecem iguais

Exercicio: mostre para os exemplos
anteriores
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AVL

Rotacao simples a esquerda

void EE (no **r) {
no *a = *r;
no *b = a->dir;
a->dir = b->esqg;
b->esqg = a;
a->fb = 0;
b->fb = 0;

‘kr = b"



AVL

Rotacao simples a direita

void DD (no **r) {

no *p =

no *a =

b->esqg

a->dir =
a->fb = 0
b->fb = 0

‘kr = ay

*r;

b->esqg;

a->dir;
b;
’

.
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AVL

Rotacao dupla esquerda-direita

void ED(no **r) {
no *c = *r;
no *a = c->esq;
no *b = a->dir;
c->esq = b->dir;
a->dir = b->esq;
b->esqg = a;
b->dir = c;
switch (b->fb) {

case -1:
a->fb = 0;
c->fb = 1;
break;

Continua =2



AVL

Rotacao dupla esquerda-direita

case 0O:
a->fb = 0;
c->fb = 0;
break;
case 1:
a->fb = -1;
c->fb = 0;
break;
}
b->fb = 0;



AVL

Rotacao dupla direita-esquerda

void DE (no **r) {

no *a = *r;
no *c = a->dir;
no *b = c->esqg;

c->esq = b->dir;
a->dir = b->esq;
b->esqg = a;
b->dir = c;
switch (b->fb) {

case -1:
a->fb = 0;
c->fb = 1;
break;

Continua =2



AVL

Rotacao dupla direita-esquerda

case 0O:
a->fb = 0;
c->fb = 0;
break;
case 1:
a->fb = -1;
c->fb = 0;
break;
}
b->fb = 0;



AVL

Insercao

int aux insere (no** p, int x, int *cresceu)

if (*p == NULL) {

*p = (no*) malloc (sizeof (no));

Il
H
Ne

*cresceu
return 1;
} else if (x == (*p)->info)

return 0;

Continua =2

{



AVL

Insercao

else 1if

if

(aux_insere (& (*p) ->esq, X,

if

(x < (*p)->info) ({

(*cresceu) {
switch ((*p)->fb) {

case -1:

if ((*p)->esg->fb ==
DD (p) ;

else
ED(p);

*cresceu = 0;

break;

Continua =2

cresceu))

~-1)

{



AVL

Insercao

case 0O:
(*p) ->fb = -1;
*cresceu = 1;
break;

case 1:
(*p)->fb = 0;
*cresceu = 0;

break;

}

return 1;
} else

return 0;

Continua =2



AVL

Insercao

} else {
1f (aux insere (& (*p)->dir,
if (*cresceu) {
switch ((*p)->fb) {

case -1:
(*p)->fb = 0;
*cresceu = 0;
break;

case O:
(*p)—>fb = 1;
*cresceu = 1;
break;

Continua =2

Xy

cresceu))

{



AVL

Insercao

case 1:
if ((*p)->dir->fb == 1)
EE (p)
else
DE (p) ;
*cresceu = 0;

14

break;

}

return 1;
} else
return 0;



AVL

Insercao

int inserir (no **p, int x) {
int cresceu;

return aux insere(p, X, &cresceu);



AVL

Exercicio: teste a rotina de insercao inserindo alguns
elementos na arvore abaixo

W w
W om m W @ @



AVL

Exercicio

Pense no procedimento de remocao de um
elemento da AVL e responda

Quais sao os casos de desbalanceamento?

Esboce um meéetodo de remocao gque balanceie a
arvore se necessario
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AVL

Como fazer a remocao de elementos da
AVL?

44



AVL: remocao

Exemplos

/R

&

remocao de 29

Como balancear?

Ok
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 12

Rotacao simples DD
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 10

Rotacao simples DD
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?



AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 12 oul9
(desbalanceamento que nao aconteceria na insercao)

Rotacao simples DD
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercéao de 10 oul6
(nao aconteceria na insercao)

Rotacao simples DD

52



AVL: remocao

Primeiro caso

Rotacao simples em R com filho com fator de
balanceamento de mesmo sinal ou zero

Se FB negativo, rotaciona-se para a direita; caso
contrario, para a esquerda
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29 = insercao de 19

Rotacao dupla ED
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AVL: remocao

Exemplos

/R

.
@

remocao de 29

Como balancear?

K
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AVL: remocao

Exemplos

/R
(23

Lo
K

remocao de 29 = insercéao de 16

Rotacao dupla ED
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?
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AVL: remocao

Exemplos

remocéao de 29 = insercao de 20

Rotacao dupla ED
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AVL: remocao

Exemplos

remocao de 29

Como balancear?
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AVL: remocao

Exemplos

remocéao de 29 = insercao de 16 ou 20
(nao aconteceria na insercao)

Rotacao dupla ED
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AVL: remocao

Segundo caso

Rotacao dupla quando R e seu filho tém

fatores de balanceamento com sinais opostos
Rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pai

Rotaciona-se R para o lado oposto do
desbalanceamento
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AVL: remocao

Questao: como remover um nod intermediario em vez
de um no folha?

E necessario balancear?
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AVL: remocao

Questao: como remover um nod intermediario em vez
de um no folha?

E necessario balancear?
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AVL: remocao

Questao: como remover um nod intermediario em vez
de um no folha?

E necessario balancear?
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AVL: remocao

Exerciclo

Esquematizar cada caso

Que ponteiros alterar, como atualizar os fatores
de balanceamento?

Esbocar sub-rotina de remocao de elemento
de uma AVL

66
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