USP/ICMC/SMA - 12 Lista de SMA-333 - CALCULO III e SMA-356 - CALCULO 1IV.
Assunto: Sequéncias Numéricas.

1. Descubra a o termo geral a,, das sequéncias abaixo:
(1,2,4 8,16, --).

\_/\_/

b) (1,—1,1,-1,1,-1,---).

0 ChE 14

d) (13,5 150250 )

e) (1,0,1,0,1,0,---).

£) (1,0,2,2,2,4,4,4,16,8,6,32-- -).

2. Enuncie todos os critérios dados em sala de aula para estabelecer a convergéncia de sequéncias numéricas.

3. Com os resultados listados acima, estabelega se as sequéncias (a,,) abaixo convergem ou divergem, dizendo
qual critério usou. Quando for possivel calcule o limite da sequéncia.

a) ap, = ni/3 b) a, = 1+(;1)n c) a, = sen’

d) a, = (1,000001)" ¢) a, = (0,99999999999)" f) ay = grrioes

9) an =42 h) an = iy 0 an = Ty

§) a, =n=0" k) an= Z—f 1) ap=vn+1-—yn

m) ap = cosnm n) a, =n(l—cos(1/n)) o) a, =nsen+

p) a, =ntan q) an = 7se"g,+") r) an =n—n?sent

s) an=(1+30)" t) a, =In(1- 1) u) ap = (1+a/n)" paraa € R
V) an = M 7) an = S z) an =1+ cos nw

4. Quais das sequéncias (a,) abaixo convergem e quais divergem? FEncontre o limite de cada sequéncia

convergente.
nd4+n+1 —10n° —=m?4+n+5 vVnt—=3n+1
a) ap = ———— b) ap = ¢) ap = ———5—
4n3 + 2 676+3n4+5n2+3 2n? +1
_1)n - 1
R £) an = (1" + )"
1 _i_\/% gn+1 4 3n
g) ap = —r— h) ap=—+——
Vn 4n
5. Sabendo-se que (1 + 1/n)™ — e verifique que
a) (1+1/n)>" — ¢ b) (14 1/n®)™ — e c) (1+1/(2n))" — /e d) (2" e

6. Encontre o limite das sequéncias abaixo fazendo a interpretagdo geométrica das mesmas:
n
an = [{" Lda
1
ay = fl “dr,a#1

(a)
(b)
(c) an = fon 1-4—%
(d)
)

(e

an=[[, eV **+9* dx dy para A, a coroa circular 1/n? < 2?4 9?> <1,n > 2.

a, = ffAn 7ﬁdx dy para A,, a coroa circular 1/n? < 22 +y? < 1, n > 2. Calcule a integral

usando coordenadas polares.
1,
7. Prove que n» é decrescente para n > 3.

8. Discuta a convergéncia ou divergéncia das sequéncias abaixo analisando se sdo mondétonas e/ou limitadas.

Wa=g  Da=m(3)  Qa=#  da,= e

e) Snzzl/k?) f) Sn:Z2_k g) SnZZ:[/\/E h) Sn:Z[l/(k(k"'l))]
k=1 k=1 k=1 =1
5o 1 11

Sugestao ; — 7 = D



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Teste da razao e da raiz para convergéncia de sequéncias: Seja a,, > 0 para todo n.
a) Mostrequese%%Londe0§L<1entéoan—>0. ES€%—>L>10uL:ooentéoan—>oo.
b) Mostre que se /a, — L onde 0 < L < 1 entdo a, — 0. Se L = oo ou L > 1 entdo a, — oc.

¢) Use o item a) e calcule o limite para as sequéncias abaixo e veja se é possivel determinar quais sequéncias
an convergem para 07 Quais vao para infinito?

i)a,=n ii) a, = n?/2" iii) a, = 2 iv) a, = WLM V) a, = \/5(7?2"7_;113)"
vi) a, = 2 vii)a, = 21 viii) a, = 2 ix) @, = 1530201

Assuma como verdadeiro o fato de que

“se an — a entao Gt an — a (ver Guidorizzi - vol.4 - pag.4)”

n
a) Conclua entdo que se a, > 0 e a, — a > 0 entdo Yaj -az---a, — a.

a -
b) Verifique que se ntl L entdo /a, — L. ¢) Calcule o limite hm ¥/a,, para as sequéncias mdo
an

item c) da questao anterior e veja se é possivel dizer quais convergem para zero e quais vao para infinito,
usando esta técnica. Compare as duas técnicas.

Encontre o termo geral a,, para as sequéncias abaixo sabendo-se que ag = 1 e que:
n
a) apy1 = an/3 b) ant1 = (1 + j)a, (j constante fixa) ¢)an=> (1/3)* d) ani1 = e
k=1

a) Suponha que um capital ag seja investido numa aplicacao que rende juros de 1% ao final de cada més.
Descreva o montante a,, no més n.

b) Calcule o montante apds 36 meses de aplicagao se ag = R$1000, 00.

¢) Caso vocé fique devendo R$ 1000,00 para um banco, que cobre 10% de juros ao més, qual serd sua
divida com o banco no final de 36 meses.(Nunca caia nessall!)

Seja (an) sequéncia real e a € R.

a) Escreva a defini¢ao de a,, — a.

b) Use a defini¢ao para concluir que a,, =+ 0 < |a,| — 0.

¢) E verdade que a,, — a < |a,| — |a| para a # 0?

d) Conclua, usando a definigao, que se (a,,) é sequéncia real tal que a, — a entdao a,11 — a.

e) Conclua, usando a defini¢ao, que se (a,) é sequéncia real tal que ag,+1 — a € az, — a entdo a,, — a.

Indique se a frase é verdadeira ou falsa, dando um contra-exemplo quando for falsa e mostrando a afir-
maaAg§cao quando for verdadeira.

(a)
(b)
(c)
(d
(e
(f
(g

) Toda sequéncia a,, limitada A@ convergente.
) Toda sequéncia ilimitada é tal que a,, — oo ou a,, — —oo.
) Se |an| — L entao a, é convergente
) () Toda sequéncia monétona é convergente.
) () Toda sequéncia mondtona crescente é tal que a, — oo.
) () Toda sequéncia mondétona decrescente é tal que a, — —oc.
) () Se duas subsequéncias de uma sequéncia convergem para o mesmo valor a entdo a sequéncia
ambém converge para a.

)
)

Se as, — a e az, — a entao a, — a.

(
(
(
(
(
(
(
t
(
(

(h)
Se a,, = o0 e b, — 0 entao a,b, — 0 pois qualquer nimero multiplicado por 0 é 0.

(i)

(j) A sequéncia s,, = Z 7 ¢ crescente e limitada.
k=0

Sejam a,, e b, sequéncias tais que |a,, — b,| < e™™. O que se pode dizer sobre o comportamento de ambas
no infinito?
i) Verifique que se a,, — a € R entédo b,, — a.

ii) O que ocorre se uma das sequéncias for para co? Justifique. Sugestdao: Lembre da desigualdade
triangular.



16.

17.

18.

Seja a sequéncia tal que

a1 =3, az = 3+ 2a1, a3 = /3 F 24z, ant1 = V3 + 2a,.
i) Mostre que a,, é crescente.

ii) Mostre que 0 < a,, < 4 usando o método da indugao finita.
iii) Conclua que existe a tal que a,, — a e que a > 0.

iv) Calcule lim,,— o0 a,, = 3.

Para as sequéncias abaixo:

i) Calcule os 7 primeiros.

ii) Com base no item anterior o que deve ser a,?

iii) Use 0o método da indugao finita para confirmar seu palpite no item ii).

a) Seja a sequéncia (a,,) tal que ag =1 e na,, = a,—1 paran > 1.

b) Seja a, tal que ag =1, a3 =0¢€ apio = n’—éan para n > 0.

¢) Seja a sequéncia (a,) tal que ap =1, a3 =0e (n+ 1)ap41 — 2ap—1 = 0 paran > 1.
d) Seja a sequéncia (a,,) tal que ap = 0 e a; = 1. Suponha ainda que
(n+2)(n+1)apt2 — (2n + 1)a, = 0 paran > 0.

OBS: Este exercicio serd utilizado na resolucao de equacgoes diferenciais via séries de Taylor e séries de
Fourier.

(Método de Newton) A sequéncia a seguir é definida pela férmula recursiva dada pelo método de Newton:

Tn41l = Tp — f’(l‘ )
n

Em cada item a seguir, responda se a sequéncia converge. Em caso afirmativo, qual é o valor do limite?
Em cada caso, comece identificando a funcao f envolvida:

)

(a) 21 =1, Tpy1 = Tp — e
b =1 _ tanxz, —1
( ) 1 =1, Tpy1 = Tn — sec2 z, °

(c) z1 =1, xpy1 =z, — L.



