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5.1. Modelo uniforme

Uma v.a. continua X tem distribuicdo uniforme com parametros o e 3
(a0 < B) se sua funcao densidade de probabilidade € dada por

e 1 i)
, < X<

f()=15-a b

0, C.C. L ——

Notacdo: X ~ U(a , B).

el - —— —
= - ]

A funcéao de distribuicdo acumulada é dada por (=
0, se X<a, i
X — 14
F(X) =+ a, se a<X<p,
[ —a
1, se X> p.

Propriedades:

)

E(X) = “;ﬁ e Var(X)= (“Izﬂ)z .




Exemelo

A dureza de uma peca de aco pode ser pensada como sendo uma
variavel aleatoria uniforme no intervalo (50,70) unidades. Qual a
probabilidade de que uma peca tenha dureza entre 55 e 607

Solucao. X representa a dureza de uma peca de aco, sendo que X ~
U(50, 70) e

1
— 50<x<70,
f(x)=120

0, C.C.

Portanto,

60
P(55< X < 60) = jidx=3=o,25.
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5.2. Modelo exponencial

Uma v.a. continua X tem distribuicao exponencial com parametro A > 0
se sua funcao de densidade é dada por

Ae ™ x>0,
f(x)= —
0, C.C =
Notacao: X ~ Ex(A). 7
O

A funcéao de distribuicdo acumulada é

dada por

. —AX >
F(x) = {1 e ™, x>0
0, C.C.

Propriedades:

E(X)=1/12 e Var(X) =1/ 2.




5.2. Modelo exponencial

Propriedade. Se X ~ Ex(AL), entao P(X >a + b| X >b) = P(X > a).

E a Unica distribuicdo continua com esta propriedade (“falta de
memaria”).
Observacao. Também encontramos X ~ Ex(a), em que

— >0 Relacao: a =1/ A.
f(x)=14,° @ =%

(04 o escala e A: taxa.
0, C.C.
_
iy
. <
Exemplo. Diferentes .
valores de A. =
(<m,




Exemplo

O tempo de vida de um tipo de fusivel segue uma distribuicao
exponencial com vida média de 100 horas. Cada fusivel tem
um custo de $10,0 e se durar menos de 200 horas ha um custo
adicional de $8,0.

(a) Qual é a probabilidade de um fusivel durar mais de 150 horas?

(b) Determinar o custo esperado.

Solucéo. Se X e o tempo de vida de um fusivel, temos E(X) = 100 horas,
A=1/E(X)=0,01e X~ Ex(0,01). Ou seja,

( X

F(X):<1_e_m, XZO,
0, C.C.

.

150

() P(X >150)=1—P(X <150)=1—(1—e 100) =¢™** =(,223.




Exemelo

(b) O custo C € uma v.a. discreta dada por

10, se X = 200,

C(X)=
(>4 {10+8, se X < 200.

O custo esperado (custo médio) € E(C) =10 x P(C=10)+ 18 x P(C =
18). Usando a variavel X calculamos

P(C =10) = P(X =200) =1- P(X <200) =1-F(200) =e*,
P(C =18) = P(X <200) = F(200) =1—-¢e~ ¢

E(C)=10xe* +18x(1—e?) =%$16,9.




5.3. Modelo normal (ou gaussiano)

Uma variavel aleatoria continua X tem distribuicdo normal com media p e
variancia o2 se sua funcao densidade € dada por

1 x—pu )2
f(X) = —— e_E(Tﬂj XeR.
2710°°

Distribuigdo Norm al

Notacdo: X ~ N(u, o?). N{psa? )




Exemelos
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Distribuicoes normais
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Exemplos
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Propriedades

(@) E(X) = p, Var(X) = 6% e mediana = moda = p.
(b) A distribuicao é simétrica em relacao a média.
(c) Como a area total sob curva é igual a 1, a esquerda e a direita de u a area é
igual a 0,5.
d Plwuw—o=X=u+o0) =0,6827,
P(u—2c< X < u+20)=0,9759 e

P(uu—30c < X < u+30)=0,9973.

pe—Fo g 2pe pi—cr PR prto 2o p:-:—S.:r
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Propriedades

A funcao de distribuicdo acumulada de uma v.a. X ~ N(u, c?) é

X q 1(t=uy) Integral sem solucéo analitica.
F(X)= exps —— H dt. Calculo de probabilidades
bt 2

com o auxilio de tabelas.

27O o

A
o

Normal padréo ou reduzida. Se Z é uma
v.a. normal com média 0 e variancia 1,
entdo Z é chamada de uma v.a. normal
padrao ou reduzida e sua fungdo @ _ |
densidade é =

@
o

2° =

f(z):ie‘? zeR.

\ 27 2

24 3 2 1 0
A funcao de distribuicdo acumulada de uma v.a. Z ~ N(0,1) é

D(2) = P(Z < 7) = _[\/;7 exp(—%tz)dt.




Uso da tabela normal

Table A.3. Areas under the normal curve.
Z ~ N(0,1): distribuicao normal padrao.

Valores no corpo da tabela: ®(z) = P(Z < z), z com duas decimais.

(D(Z)ZP(ZSZ)Zj 1

A2

P [2] /

exp(—%tz)dt, — 3,40 < 7z < 3,49.

13



Uso da tabela normal

12 coluna: parte inteira de z e 12 decimal.

12 [inha: 22 decimal de z.

Exemplo. P(Z < -1,25) é encontrada na intersecéo da linha
correspondente a —1,2 com a coluna 0,05:

22 decimal

l

/4 0,00 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09

-3,4

Parte inteira

e12decimal 12 0,1056
3,4

Resposta. P(Z <-1,25) = 0,1056.




Exemplo

Em R e Excel:
Se Z ~ N(0,1), calcule

(a) P(Z < 1,80) (a) pnorm(1.8) e =DIST.NORMP(1,8).

(b) P(0,80 < Z < 1,40), (b) pnorm(1.4)-pnorm(1.8) e

(c) P(£>-0,57) e = DIST.NORMP(1,4) — DIST.NORMP(0,8).
(d) o valor de k tal que

P(Z < k) = 0,05. (c) 1-pnorm(-0.57) e =1-DIST.NORMP(-0,57).

(d) gnorm(0.05) e =INV.NORMP(0,05).
Solucéo. Da tabela normal padrao tem-se

(a) P(Z <1,80) = ®(1,80) =0,9641,
(b) P(0,80< Z<1,40) = ®(1,40) - ®(0,80) =0,9192-0,7881=0,1311,
(c)P(Z >-0,57) =1-P(Z <-0,57) =1-0,2843=0,7157,
(d) P(Z <k)=0,05= k =-1,64.
Observacao. Para todo k > 0,
MHP(Z<—-k)=1-P(Z<Kk) e
MmP(-k<Z<k)=2P(Z <k)—-1=1-2P(Z £—Kk).
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Exemplo (b)

A =B - C, sendo que
B e C sao
encontradas na
tabela normal.

f(z)

f(2)

f(z)

08 14

1.4

0.8
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Transformagéo linear de uma variavel normal

Se X ~ N(u, 62), entdo Y = a + bX ~ N(u, 5,?), sendo que n, =a + bp e
oy? = b? 62

Tomandoa=-u/c eb=1/c obtemos a padronizacao

Distribuicdo normal padrao
ou reduzida.

z -2 "H N
O

Exemplo. Se X ~ N(90,100), determinar

(a) P(80 < X <100),

(b) P(|X-90|<30)e

(c) ovalor de atal que P(90 - 2a <X <90 + 2a) =0,99.
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ExemEIo

80 90 X — —H_ 100-90

o 10
= 2P(Z <1,00)-1=2x0,8413-1=0,6826.

() P(80 < X <100) = P( ) = P(=1,00 < Z <1,00)

30 _X-90 30
b) P(| X —90|<30) = P(-30 < X —90 < 30) = P(—
(b) P(] [<30) =P(~ )=PC30<"10 <10

— P(~3,00 < Z < 3,00) = 2P(Z < 3,00) -1
—2x0,9987 -1=0,9974.

() P(90-2a< X <90+2a) = P(~2a < X ~90< 2a) = p| - 28 X =90 22
10 10 10

_2P(Z g%)—1=0,99:> P(Z <g) ~0,995

%_257 — a=1285.
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Exemplo

O tempo necessario para produzir um lote de itens tem distribuicéo
normal com media 120 minutos e desvio padrao 15 minutos.

(a) Sorteando-se um lote produzido, qual a probabilidade de que
tempo de producao seja inferior a 100 minutos?

Solucao. Definimos X como o tempo de producao do lote. Pelo
enunciado, X ~ N(120, 152). Calculamos

100-120) p(z <-133)

P(X <100) = P(Z <

= d(-1,33) =0,0918.
f(z)
2T \
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Exemplo

(b) Qual o tempo correspondente a producao de 95% dos itens?

Solucéo. Devemos encontrar x tal que P(X < x) = 0,95. Apos uma
transformacao, « —120

P(X <Xx)= P(Z < j: 0,95.

Iniciamos encontrando z tal que ®(z)=0,95.

Da tabela normal, z = 1,64. Logo,
=0,95 X =120 + 1,64 x 15 = 144,6 min.

Em Excel: =INV.NORMP(0,95)
= 7 = 1,644853.

=120 + INV.NORMP(0,95) * 15
= 144,6728.
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Exemplo

(c) Qual o intervalo de tempo central correspondente a producdo de 80% dos
itens?

Solugédo. Devemos encontrar X, e X, tais que

P(x, < X <x,)=0,80—= P[ ! 1;20 <z <X _120j = 0,80.
f(z)
/1 080
LY
0,10 Probabilidade acumulada até
\ 0 ponto z é igual a 0,90.
B -Z z=7

Iniciamos encontrando z tal que ®(z) = 0,90. Da tabela normal, z = 1,28.

Logo, x, —120
15

X, —120

=—-1,28 = x, =120—-15x%1,28 = x, =100,8 min,

~=1,28 = X, =120+15x1,28 => X, =139,2min .
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A escala sigma

Utilizada para medir o nivel de qualidade de um processo de producéo.

Quanto maior o numero de sigmas (o), melhor.
X representa uma caracteristica de um item, sendo que X ~ N(VN, c?).

u = VN = valor nominal.
Limites de especificacao: LIE = VN — 6o e LSE = VN + 60.

P(X <VN - 66) + P(X > VN + 60)
=2 P(X<VN - 60)

=2 x 9,865876 x 1019
=1,973175 x 107°.

Em Excel: =2*DIST.NORMP(-6)
= 1,98024 x 10-°.

Corresponde, em meédia, a cerca
de dois itens que nao atendem as
especificacoes a cada bilhdo de
itens produzidos.

=2*DIST.NORMP(-6)* 1E9 = 1,980.

f(x)

VN-6¢c VN VN+6c
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A escala sigma

O processo sofre uma alteracdo. A média passa aser un = VN — 1,56 ou p = VN +
1,50.

Considere X ~ N(u, ¢2), em que un=VN + 1,56.

P(X < VN — 66) + P(X > VN + 60)
= 3,397673 x 10-5.

Em Excel:
=DIST.NORM(-6;1,5;1;
VERDADEIRO)+1-
DIST.NORM(6;1,5;1;
VERDADEIRO) = 3,4008 x 1075,

f(x)

Corresponde, em média, a cerca
de 3,4 itens que ndo atendem as
especificacbes a cada milhao de
itens produzidos.

VN-6c VN VN+150 VN+6o

X
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A escala sigma

Nivel Media de defeitos por milh&o

20 308537

3o 66807

4o 6210

5o 233

60 3,4

4o 60

Sete horas de falta de energia por més Uma hora de falta de energia a cada 34 anos
5000 cirurgias incorretas por semana 1,7 cirurgia incorreta por semana
15 minutos de fornecimento de Um minuto de fornecimento de

agua nao potavel por dia agua ndo potavel a cada sete meses

Fonte: Keene, S. (2000), Reliability Review 20, p.19.
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Propriedade

Se x,....x, sdo v.a. independentes tais que Xi ~ N(u, ¢°),
parai=1,...,n, entdo, a v.a.

Y =X, +---+ X, zzn:Xi
=1

é tal que Y ~ N(nu, no?).
Padronizacéo:

Exemplo. O peso de uma caixa de pecas € uma v.a. normal com média
65 kg e desvio padréao de 4 kg. Um carregamento de 120 caixas de pecas
é despachado. Qual a probabilidade de que a carga pese entre 7.893 kg

e 7.910 kg?

25



Exemplo

Solucao. Pelo enunciado,

X. :pesodai-esima caixa = X. ~ N(65,16), i =1,---,120.

L.ogo,

120

Y :pesodacarga =Y = > X; ~ N(120x65,120x16),
=1

Y ~ N (7800,1920).

Calculamos

P(7893<Y < 7910) = P(

78937800 _ S 7910 — 7800
J1920 /1920

= P(212<Z <2,51) = ®(2,51) — ®(2,12)
= 0,4940 —0,4830 = 0,0110.

J
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Teorema central do limite

Se X, X,, ..., X,, € uma amostra aleatéria de tamanho n de uma
distribuicdo com média p e desvio padréo ¢ (0 < 6 < w), entao a
distribuicao aproximada de

7 — (X - ) é normal padréo N(0,1),
o
sendoque X == > X; éamédia amostral.
n <
Observacoes.

(1) Quanto maior n, melhor a aproximacao.
(2) A distribuicao das variaveis X pode ser discreta ou continua.
(3) A distribuicao aproximada de

n
Z X é N(ng,noc?).
=1

27



Teorema central do limite — Distribuicao exponencial
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Teorema central do limite — Distribuicao Bernoulli (p = 0,45)

Densidade
1.0

Densidade

2.0

0.0

0.4

0.2

0.0

| T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

| —1

ﬁ

Z

n = 50

TN

Densidade

Densidade

0.4

0.2

0.0

0.4

0.2

0.0
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Exemplo

Apos arredondamento para o inteiro mais proximo, 48 nimeros sao
somados. Os erros de arredondamento individuais s&o uniformemente
distribuidos no intervalo (-0,5; 0,5). Qual a probabilidade de que a soma dos
numeros arredondados seja diferente da verdadeira soma por mais de 3
unidades (em ambos os sentidos) ?

Solucéo. Utilizando o teorema central do limite obtemos uma solucéo
aproximada.

X;, 1=1,...,48 sao os erros de arredondamento tais que X;~ U(-0,5; 0,5),

E(X)=(-0,5+0,5)/2=0e Var(X)=[0,5-(-0,5)°/12=1/12 (veja lamina 2).

O erro de arredondamento E e dado por E = X; + X, + ... + X,5, Sendo que a
distribuicdo aproximada é E ~ N(48 x 0, 48 x 1/12) = N(0,4).

Devemos calcular P((E < -3) U (E > 3)), que é igual a P(E < -3) + P(E > 3).
Usando a distribuicéo aproximada, P(E<-3) + P(E>3) =2 P(E <-3)

= ZP( EZ'O < _32_()) = 2P(Z < -1,50) = 2x0,0668 = 0,1336.

30



5.4. Modelo de Weibull

Uma variavel aleatdria continua X tem distribuicdo de Weibull com
parametros de escala oo > 0 e forma [ > 0 se sua funcado densidade é

dada por
p1 (x)P
f(x)=£(1j e(“j, x> 0.
a\o

Funcao distribuicdo acumulada:

X

&
F(X)=P(X<x)=1-e'* , x2>0.

Notacdo: X ~ W(a, B).

Obs. Se =1, X ~ Ex(a) (lamina 5).
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Exemplos
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