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Obtengdo de raizes complexas

m O método de Newton também pode ser usado para obter raizes
complexas, utilizando aritmética complexa.

m Neste caso, veremos um método que obtém raizes complexas
usando aritmética real.

m Se P(x) é um polinmio da forma:

P(z) =a" 2"+ a, 12" 1+ ...+ a1z + ag

e os coeficientes sdo reais, entdo as raizes complexas aparecem
em pares conjugados, como solugdo de uma equagdo:

2 — ar — 3
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Quociente e resto:

m Podemos expressar P(x) como:

m Obviamente, se determinarmos o e 3 tais que o resto
da divisdo do termo por P(x) for exata entdo, b, e b,
sdo iguais a zero (os zeros do fator quadratico sdo
raizes de P(x)).

m Vamos determinar quem sdo os coeficientes de Q(x).
Multiplicamos Q(x) pelo termo quadratico e igualamos
os coeficientes:
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Quociente e resto:

X% +3x* +5x3+8x%>+6X+8 | X2 +2x+1

—x® —2x4t = x® X2+ x24+2x+3

X*+4x3+8x% +6Xx+8
—x*—2x® —x?

2x3+7Xx?> +6X+8
— 2x3 — 4x? - 2x

3x%2+4x+8
—3x>-6x-3
—2X+5

p(x) = (x* —ax— B)q(x) + by (x —a) + by

PO)= (X2 +2X+1)(X° + X%+ 2X +3) +(—2X+5)
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Substituindo e igualando os termos de P(x)

P(z) = (;1.2 —awx — B)Q(x) + bi(x—a) + by

P(z) = a? (5,” "2 4 b, 2" 4.+ [’2)
— ax (bﬂ "2 4 h,_ 4 a" 3 —I— .+ ;)
- Jj U)n x"” 2 + 'b??,— " 3 + ...+ 32)
+ bi(r—a) + by
Q(x) = by 2™ 2 L h 2" 4 L 4 by

Rearrumando:

= by a” + (bﬂ,—l — bﬂ)irn_l + (II}H—Q —abp_1—p bﬂ)ilfﬂ_g
+ ..+ bi—aby—0Fb3)x + (bo—ab — 3 ba).

VR n o 1 . .
P(x) =a"z" 4+ a,_ 12" * 4+ ...+ a12 4+ ag
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Termo a termo:

b, = a, .

bn—1 = an—1 + a by,
b2 = ap_o + ab,_y + B0b,,

i

bi = a1 + aby + 3 b3y,
E’){) = ap + « bl -+ 3 E’JQ .

Como anteriormente, fazemos um “esquema prdtico” para cdlculo:

a, Q1 Gup .. G a, Qqq
+ + + + +
Q ab, ab, 4 ab; ab, ab;
+ + + +
p | Bb, Bb, Bb; Bb,
bn bn—l bn—Z l:)2 bl |:)O
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Sistema ndo linear

m O que queremos sdo valores de o e B que fagam com
que b, e b; se anulem.

0
= 0

e e,
T
S =
——
o D
Nl D
L N
|

Note que b, e b; sdo fungdes
de a e B.

Podemos resolver este sistema através do método de Newton
para sistemas ndo lineares.
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Lembrete: método de Newton para sistemas #i-
lineares

_ — f ,
J (Xk’ yk) T ™ — (Xk yk)
Yk — Yk _g(xk’yk)

No nhosso caso:

(Sﬂ:(} = a1 — «Qp e 0 ..53{} = 31 - .-53(}

¢ o i .
%)% Ocvg + %bj 03() = —by (m;._.ﬁu)

{

+'_‘; . d
\ %g oag + )3 050 = —bo (a0, So)




Calculando as derivadas parciais (o)

b, = ay .
bn—1 = apn— +‘ffbng
bp—o = ap_o + ab,_1 + 50by,,

bi = a1 + a by + 3 bs .
bU — dyp + ffl:‘bl —+ 3b2

Dby _

abn—l
dav

abn—?
Jdav

85?1—3 __abn—Q . 8bn—1
do bp—2 + a Oy + 0 o
ﬁbl — b +_ “Qéi %_ Q&&
Ja 72 Do B&?c‘x
Obg 0by L O0bs
Ja — 0t agy 0
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Calculando as derivadas parciais (o)

by, = ay .
bn—1 = an—1 + a by )
bp—2 = ap_2 + ab,_y + 3 by, .
bi = a1 + a by + 3 bs .
bU — dyp + « bl —+ 3 bg .
Ch-2 Ch-1 Cn
E)bﬂ_ L Obr -3 _ db <9 P Ub —1
dov 0, Jov bz + (‘79% + 0 dav
Cn
b, A~ . e
Tor = by, . Co Cs Cy
e c, Ob /M Obs
b~ " b do by + ¢ da B Oov '
? 2 = b-n—l + 1 . C1 C, C3
o dav b b+ a:ab n 3‘%
Do — 1 v “Oa
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Calculando os ¢;'s

Cnn = by,

Cne1 = bp_1 + acy
Cp—z = byp_o + acy,_
Cn—3 = bp_3 + ac,_2

Co = bg + (Y Cxq + 3(11_‘_

C1 =

by + acy + Fes .

Procedimento
pratico

+ Ben,  — aplicdvel

+ .-3“11—1 :

Ch-2 Cn-1 Cn
bz 0b, 25 L ObyZy
Jdoa b2 + a Oo + 0 Jdav
..... (.:2 . .

b, _ /M s
dov by + @ da T Jov c
on o o
0 __ G
/g by + o T -'3‘&



Procedimento prdtico:

an Qn-1 Qp-2 az a do
+ + + + +
Q ab, ab, 4 ab; ab, ab;
+ + + +
p | Bb, Bb, Bbs Bb,
bn bn-l bn 2 I:)2 bl I:)O
o oC, OC, aC3  0OCp
+ + +
p | Bc, Bcy  Pcs




Por que estamos fazendo isso mesmo ?

0 Qp = 1 — G € o) I,i'j?(] = 3?1 — .-3(}

C2
;o B |
74 o T %5_31' 000 = —b1 (0. bo)
W |
k {_)}U dag + %b—g 000 = —bo (ao. Fy)

Ainda precisamos calcular as derivadas parciais em relagdo ao f3
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Calculando as derivadas parciais (B)

bn = ap ,
bn—l = ap—1 + « bng

bp—o = ap—o + ab,_1 + Gb, .

b1

= a; + aby + 3 0by,
by = ap + aby + 3 bsy.
% _ abn—l — 0
Jd8 08
. C
d%? 2"~ by
- | Ch-1 . n
dbn—S b dbn—?
S R T;
. Cn 2 A { Cn_
= e+ 0

C3

b Db

oF = Uz + ogE
dbl



" M

Por que estamos fazendo isso mesmo ?

(SO:U = ¥; — pn € (530 = 31 — 30

Cz
. . C3
%{;/duo —1—%530 = —0b1 (o, Oo)
00 500 + 220653, = —by (a0, B)
T N 0150, 0
Cq C2

~,

Co (5&'0 + 3 5,30 — bl (@'09.30)

\ C1 (SD:’U —+ Co (530 — bU (QU::SU)
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Exemplo

m Calcular duas raizes conjugadas da equagdo polinomial
P(x)=x*-2x3+4x2-4x+4

pelo método de Newton-Bairstow, iniciado em

(o, Bo) = (1,-1)



) 4 )

. n n— )
o - + + + +
a b, ab, a by a by o b

~JS
Exemplo (solugdo) R
P(x) = x*-2x3+4x2-4x + 4 L WA

1 -2 4 -4 4

1 I -1 2 -1

1 -1 1 -2

b,s 1 -1 2 -1 1
1 I 0 1
-1 -1 0
'S 1 0 1 0

4 - ~ _

5 Oy w00y = — by (g, 5 ] i

Co davg + €3 00 1 (a0, Gy) 1. dog + 0.06) = 1
O‘. (5(1:‘0 + 1(530 — —1

| €1 dag + o 08y = — by (&'U;.-SU)
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Exemplo (solugdo) IS na w

a b, ab, a by a by a b

-~ - ﬁbﬂ ngsi ﬁbB ﬁb2

1. dag 4+ 0.08, = 1 H S

0. davg + 153, = —1 W el S
(SD:'U =1 e 530 = —1.
a1 = «p + 5&"0 = ] = 2

Repetindo o processo com os novos o e f:

1 -2 4 -4 4

2 2 0 4 0
-2 -2 0 -4
I 0 2 |0 0

a e B acarretam raiz
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Exemplo (solugdo)

Logo, #? —a v — (3 = 2?2 —2 o +2 é um divisor exato de P(ur)
x= 1%i
X= & /2
| 2 4 4 4
2 2 0 4 0
9 50 -
1 0 20 O

Q(x) = x*+2 - a, e B; acarretam raiz
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Exercicio (questdo da prova sme 100)

Lembremo-nos que o método de Newton-Bairstow procura as raizes complexas de um polinémio
P(x) tentando reescrevé-lo como P(x) = (x* — ax — B)Q(x). Desta forma, as raizes de x* — ax — f
sdo também raizes de P(x). Uma vez que ndo é possivel, em geral, encontrar & e f diretamente,

. ) . . N bola,
utilizamos 0 método de Newton para sistemas a fim de encontrar uma solugio de ( o ﬁ]) =0,

by (w,p)

onde by e by sdo fungdes de « e f tais que

P(x) = (x* — ax = B)Q(x) 4 by (x — &) + by

O método inclui um esquema pratico para o calculo de by, by e suas respectivas derivadas parciais
com relacio a x e p.
Utilize uma iteragio do método de Newton-Bairstow para aproximar todas as raizes do polindmio
—3x? 4 3.25x — 2.5 partindo de ay = 1 e By = —1. Mostre que essa iteragao foi suficiente para
encontrar as raizes exatamente.



