Linguagens e Gramaticas

Linguagens Formais
Hierarquia de Chomsky



Ja vimos que

Linguagem € um conjunto de cadeias de simbolos
sobre um alfabeto/vocabulario, V. E um
subconjunto especifico de V*. Estas cadeias sdo
denominadas sentfencas da linguagem, e sdo
formadas pela justaposicgdo de elementos
individuais, os simbolos da linguagem.



Pode-se representar uma linguagem:

(1) Por meio da descrigdo do conjunto finito ou
infinito de cadeias (Formalismo Descritivo)

Ex: Linguagem dos nimeros pares; L={ 0" 1" | n> 1}

(2) por meio de um Automato (Formalismo
Reconhecedor - Automato)

Ex: Mdquina de Turing

(3) por meio de uma Gramdtica que a gere
(Formalismo Gerativo)



Linguagens
Hierarquia de Chomsky

LR = Linguagens Regulares

LLC = Linguagens Livres de
Contexto

LSL =Linguagens Sensiveis ao
Contexto

LRE = Linguagens
Recursivamente Enumeraveis

LRE



Tipos de Linguagens e Gramaticas

Linguagens

Gramaticas

Rec. Enumeravel

Estrutura de Frase ou ou Irrestrita ou do

(LRE) Tipo 0 (GEF)

Sensivel ao contexto Sensivel ao contexto ou do Tipo 1
(LSC) (GSC)

Livre de contexto Livre de contexto ou do Tipo 2
(LLC) (GLC)

Regular Regular ou do Tipo 3

(LR) (GR)




Tipos de Gramaticas

» O tipo mais geral de gramdtica é conhecido como tipo O
ou com Estrutura de Frase ou Irrestritas

a->p aecV:, BeV*

* Ndo ha restrigdes nas regras de produgdo, a menos de
que a cadeia nula ndo pode ocorrer do lado esquerdo.

61= ({s,A,B,C,D,E}, {a}, P,S5)

P={1. 5-> ACaB 5. aD -> Da
2. Ca -> aaC 6. AD -> AC
3. CB -> DB 7. aE -> Ea
4. CB -> E 8. AE -> A} L(61)=?

- Menor cadeia: aa
S =>1ACaB =>2AaaCB =>*AaaE =>"AaEa =>’AEaa =>8 aa
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A e B servem como marcadores da esq e dir para as formas
sentenciais.

C e 0 marcador gue se move atraves da cadeia de a’s entre A e B,
dobrando seu nimero pela producao 2.

Quando C alcanca o marcador a direita B, ele se tornaum D ou E
pela producéo 3 ou 4.

Se um D ¢ escolhido, entéo ele migra a esquerda pela producéo 5
até que o marcador a esq, A, seja alcancado.

Nesse ponto, D se torna C de novo pela producao 6 e o processo
recomeca.

Se um E é escolhido, o marcador a direita (B) é consumido.

O E migra a esquerda pela producéo 7 e consome o0 marcador a
esq pela producao 8.

L(G1) ={a*" | n € um inteiro positivo}



Classes Gramaticais

Conforme as restrigoes impostas ao formato das
producoes de uma gramdtica, a classe de linguagens
que tal gramdtica gera varia correspondentemente. A
teoria mostra que hd quatro classes de gramadticas
capazes de gerar quatro classes correspondentes de
linguagens, de acordo com a denominada Hierarquia de
Chomsky::

Gramaticas com Estrutura de Frase ou Irrestritas ou
Tipo O

Gramaticas Sensiveis ao Contexto ou Tipo 1

Gramaticas Livres de Contexto ou Tipo 2

Gramaticas Requlares ou Tipo 3



Linguagens LRE

As linguagens geradas pelas Gramaticas
com Estrutura de Frase ou do Tipo O sdo
chamadas de Linguagens Recursivamente
Enumerdveis (LRE) ou Linguagens do Tipo
0.

Sdo as linguagens para as quais ha uma
Mdquina de Turing que as reconhece.

Correspondem as fungdes computdveis. °



Gramaticas Sensivels ao/Dependentes de
Contexto ou Tipo 1

Se as regras de substituicdo for imposta a restrigdo de
que henhuma substitui¢do possa reduzir o comprimento da
forma sentencial a qual a substitui¢do € aplicada, cria-se
uma classe de gramdticas ditas sensiveis ao contexto.

As gramdticas que obedecem a estas restrigoes

pertencem, na hierarquia de Chomsky, ao conjunto das
Gramaticas Sensiveis ao Contexto (6SC) ou do Tipo 1.
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Para as 6SC, as produgdes sdo todas da forma

a —>PB, com |a|<=|B| (produgdes ndo decrescentes)

onde a, B € (Vn U VI)*

Alguns autores colocam as produgoes de uma 6SC como:

aAa, -> 0B, comag,o,,p e V>, B<>Ae AeVn

para motivar o nome "sensivel ao contexto” desde que a produgdo oAa,
-> 4o, permite que A seja trocado por B no contexto de o, e a,.

62 = ({AIBIC}I {alblc}IPlA)
P={A->abc A -> aBbc

Bb -> bB Bc -> Cbcc
bC -> Cb aC -> aaB
aC -> aa }

L(62) = a"b"c", n >1
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Linguagens Sensiveis ao
Contexto - LSC

As linguagens geradas pelas Gramdticas Sensiveis
ao Contexto ou do Tipo 1 sdo chamadas de
Linguagens Sensiveis ao Contexto (LSC) ou
Linguagens do Tipo 1.

Resultado 1:
Toda gramatica do tipo 1 é também do tipo O.

Corolario 1:

Toda LSC é também uma LRE (mas hem toda LRE
e LSC).
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Gramaticas Livres de Contexto ou Tipo 2

As Gramaticas Livres de Contexto (GLC) ou do Tipo 2 sdo
aquelas cujas regras de produgdo sdo da forma:

A-—>a ondeAeVn, aeV

Ou seja, quando do lado esquerdo da regra ha apenas um
simbolo ndo-terminal

A gramdtica 63 é uma GLC.

G3 = ({S,AB} {ab}, P,S)
P={S->aB | bA
A->al|aS | bAA
B->b|bS|aBB } L(G3)=7? .



- Menores cadeias: ab e ba
S=>aB=>ab
S =>bA => ba

S =>aB =>ab$S => abbA => abba
=> abaB => abab
=> aaBB => aabb
S => bA => baS => baaB => baab
=> babA => baba
=> bbAA => bbaa

L(G3) = {w e {a,b}* | nro(a) = nro(b)}
Todas as combinacoes de cadeias em V* com nro(a) = nro(b)
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Linguagens Livres de Contexto (LLC)

As linguagens geradas pelas Gramaticas Livres de
Contexto ou do Tipo 2 sdo chamadas de
Linguagens Livres de Contexto (LLC) ou Linguagens
do Tipo 2.

Resultado 2:
Toda gramatica do tipo 2 € também do tipo 1.

Corolario 2:

Toda LLC é também uma LSC (mas nem toda LSC é
uma LLC).
Corolario 2.1:

Toda LLC é também uma LRE (mas nem toda LRE é uma 15
LLC)



BNF

Outra maneira de se representar as Gramdticas Livres de
Contexto € através da Forma Normal de Backus.

Neste caso, -> € substituido por :i= e 0s ndo terminais sdo
ladeados por < >

No caso de repeticoes de lado esquerdo:

<A> .= al
<A >.:=al
<A> .= an
escreve-se: <A> i:i= all| a2| ...| an
Os simbolos <>, ::=, | formam a metalinguagem, ou seja, sdo

simbolos que ndo fazem parte da linguagem mas ajudam a
descreve-la. 16



Exemplo:

G4 - éVn, Vt, P, S} onde:

Vn = {<sentenc¢a, <sn>, <sv>, <artigo>, <substantivo>,
<verbo>}

Vt = {0, a, peixe, comeu, isca}
S = <sentenca>
P={
1. <sentencga> ::= <sn> <sv>
2. <sh> ::= <artigo> <substantivo>
3. <sv> ii= <verbo> <sn>
. <artigo> ::= ola
<verbo> :: = mordeu
<substantivo> ::= peixelisca }

SNOES

Exercicios:

a) verifique se a cadeia "a isca mordeu o peixe” é uma
sentenca de L(G4).

b) D& exemplos de sentengas de L(G4).

17



Mais GLC:

65= ({S}, {a, +, *, (L ). P, 5)

P={
S->8*S
S->5+595
S ->(S)
S ->a}

L(65)= conjunto das expressoes aritméticas envolvendo
* + ()e a.

Um exemplo de cadeia formada por esta gramatica é
a*(a+ a).
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Processo inverso: Dada uma L(G) definir a gramadtica 6.

L(G6) ={adb" | m21,n21}
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L(G6) = {a™" | m21, n21 } ou a*b*

Resp.:
66=({s, A, B}, {a, b}, P, S)
P={s—> AB

A—>aA | a
B->bB|b}

Obs. : Caso geral:
Se A —>0aA|B entdo A=>a*p
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L(G7) = {a"b" | n 2 1}
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L(G7) = {a"b" | n 2> 1}

6 =({S}.{a,b},P,S)
P={S->aSb | ab}

22



Arvores de Derivacdo Sintatica

Em uma gramatica é possivel haver varias derivacoes
equivalentes (usam as mesmas producdes nos mesmos lugares
MAS em ordem diferente).

Para GLC temos uma representacao grafica que representa uma
classe de equivaléncias chamada Arvore de Derivacdo. Ela deve
ser Unica para uma sentenca.

Uma arvore de derivacao para uma sentenca gerada por uma GLC
G =(Vn,Vt,P,S) € uma arvore rotulada ordenada em que cada n6
e rotulado por um simbolo de Vn U Vt U A.

Se um no interno é rotulado com A e seus descendentes diretos
sao rotulados com X,, X,, ..., X, entao

A -> X, X,... X, € uma producéo de P.



Uma arvore rotulada ordenada D é uma arvore de derivacao para uma GLC
G(A) = (VnVtP,A) se

(1) Arraiz de D é rotulada com A (o axioma)

(2) SeDy,...D, séo as subarvores de descendentes diretos da raiz e a raiz de D, é
rotulada com X,
entdo A => X;,...X, é uma produgdo em P.
Di deve ser a arvore de derivagdo para G(X;) = (Vn,Vt,P,X;) se X; e ndo-terminal, e
D, € um n6 simples rotulado com X; se X, é terminal.

(3) Se D, e aunicasubarvore daraiz D e araiz de D, é rotulada com A entdo
A -> ) e uma producéao de P.

Vértices internos sdo nao-terminais e vertices folhas podem ser néo-
terminais, terminais ou A.

Quando fazemos a arvore de derivacdo de uma sentenca, os vertices folhas
S40 sempre terminais ou A.

Uma sentenca esta representada na arvore de derivacédo fazendo-se a leitura
das folhas (n6s sem descendentes) da esquerda para direita



Exemplos

- Arvore de derivacdo para a sentenca aabbaa da
GLC G = ({S,A},{a,b},P,S)

P: S->aAS |a
A -> SbA |ba | SS

N
/
\




« Seja Ga={{ET,F} {+,*(),a},P,E)
P. E->E+T|T

T->T*F|F

F->(E)|a

1) Seja a sentenca a + a *a. Mostre a derivacdo mais a esquerda e a
mais a direita.

« Derivacdo mais a esquerda (derivar primeiro o ndo-terminal mais a
esquerda):

E=>E+T=>T+T=>F+T=>a+T=>a+T*F=>a+F*F=>a+a*F=>a+a*a

« Derivacdo mais a direita (derivar primeiro o ndo-terminal mais a direita):
E=>E+T=>E+T*F=>E+T*a=>E+F*a=>E+a*a =>T+a*a=>F+a*a=>a+a*a



2) Agora, mostre a arvore de derivacao para
at+a>a

/\
P
T T * F
S

Unica Arvore de
Derivagado



Agora considere a gramatica Gb:
E->E+E|E*E|E)a

Ndo é dificil ver que L(Ga)=L(Gb).
Faca a drvore de derivagdo mais a esquerda de a+a*a para
Gb.

/E\\ Naoe E/E‘\E

E dnicall +
VAN | | ‘ A*\
E + E ? a E E
] o
a a a a
E=>E+E=>a+E=>a+E*E=>a+a*E=>a+a*a

E=>E*E=>E+E*E=>a+E*E=>a+a*E=>a+a*a Der.
Der. esq.

esq. = Gramatica Ambigua

a



De fato:

Ga Indica que o operador * tem precedéncia
sobre 0 operador +

Por Gh, ambos operadores tém igual
precedéencia.

A linguagem de uma gramatica ambigua €
dita ambigua.

A ambiguidade decorre do fato de que as
arvores de derivacao implicam
Interpretacoes distintas.



Ambiguidade e Derivacoes mails
a Esquerda

Teorema: Para cada gramatica

G=(Vn, Vt, P, S) e cadelas w em Vt*, w
tem duas arvores de analise sintatica
distintas (logo, G € ambigua) se e somente
se W tem duas derivacOes mais a esquerda a
partir de S.



Ambiguidade nas GLC e as
Linguagens de Programacao (LP)

« Um requisito importante de uma LP é que ela
nao seja ambigua.

« O mais famoso caso de ambiguidade € o else
pendente, presente na especificacao de muitas
LP.



« Seja a gramatica:

C—-=>ifbthen Celse C
C—-=>ifbthen C
C—>s

Ela e ambigua desde que a cadeia
If b then if b then s else s
Pode ser interpretada como
(i) If b then (if b then s else s)
Ou
(i1) If b then (if b then s) else s

S : outro comando qualquer

A primeira € a preferida nas LP pois utiliza a regra
informal “case o else com o if mais proximo”, que resolve
a ambiguidade



 Para eliminar a ambiguidade da gramatica anterior,
podemos reescreve-la com 2 nao-terminais C1 e C2:

Cl->i1fbthenCl|ifbthenC2else C1l|s
C2-2>i1fbthenC2else C2|s

S : outro comando qualquer

O fato de que somente C2 precede o else garante que,
entre o par then-else gerado por qualguer uma das producoes,
deve aparecer ou um s ou outro then-else. Assim, a interpretacao
(il) nunca ocorre.

(i1) If b then (if b then s) else s

ODbs.: se essa for a interpretacao desejada, entao, nas LPs,
usamos begin-end.



Como mostrar que uma
gramatica é ambigua?

« Com arvores de derivacao.

« Defl: Uma GLC (G) é ambigua se ha pelo menos uma
cadeia pertencente a L(G) com mais de uma arvore de
derivacao para representa-la.

« Def2: A existéncia de uma sentenca com duas ou mais
derivacOes mais a esq (ou mais a dir) caracteriza uma
linguagem ambigua.



Gramatica de Operadores

« Para retirar a ambiguidade de gramaticas de
operadores:

— Introduzimos varias variaveis e estratificamos as
regras, quando temos operadores com varias
prioridades de resolucéo.

— Para resolver a ambiguidade vinda do uso de varios
operadores idénticos, forcamos 0 uso da recursao para
esquerda ou direita (associatividade).



Regras de Prioridade e Assoclatividade

« Ajudam na decisao da interpretacao correta de expressoes
nas LP

» Def: Um operador € associativo a esquerdase os
operandos sao agrupados da esq para dir, € & associativo a
direita se os operandos sao agrupados da dir para esq.

E>E+T|T

T>T*F|F

F>(E)|a
Ex.a+a+a (1°;2°)

+ e*: associativos a
esquerda

- Esta relacionada com a posi¢ao da recursao nas regras que
permitem um operador ser aplicado mais de uma vez:

« EDE+TOE+T+T>T+T+T>..> atata



 Os nivels de prioridade indicam a quais
operadores é permitido agrupar seus
operandos primeiro (resolver primeiro).

not Prioridade
* [ div mod and
+ - or

<><>>=<==

Quanto mais distante do axioma estiver o
operador, maior sua prioridade.



Linguagens Inerentemente ambiguas

E simples encontrar um exemplo de GLC ambigua. Na
gramatica abaixo para a sentenca “a” temos 2
arvores

S>A|B
A - a
B—>a

Mas nao e tao simples exibir uma LLC inerentemente
ambigua

Def @®: Uma LLC é inerentemente ambigua se ndo ha
uma gramatica ndo-ambigua que a gere.



L={abick|ijk>=1ei=jOUj=k}

S ->abc | aRbl | YbWc
| ->Ic|c
R->ab|aRb

Y ->Yala

W -> bc | bWc

O fato de ser inerentemente ambigua decorre de que
toda gramatica que gera L gera cadeias para i=| por
um processo diferente do qual usa para gerar as
cadeias para =K.

|mp033|vel nao gerar algumas cadeias para as quais
I=]=k por ambos os processos. L € ambigua.



» Exemplo: aabbcc

AN
AN

a b C

I
C



Propriedades de Gramaticas
Ambiguas

Teo ®: Nao existe um algoritmo tal que, dada uma GLC
qualquer, retorne a resposta sim, se ela for ambigua, ou nao, se
ela ndo for ambigua. (Logo, essa propriedade e indecidivel)

MAS

© em casos particulares, n0s podemos reconhecer a ambiguidade e
remove-la “a mao”

© E podemos utilizar classes mais restritas de GLC que, por definicéo,
ndo sdo ambiguas (ex. LL(K))



= W N =

Exemplos de producoes
ambiguas

A 2> AA
A2>AcA
A2 oA |AB

A =2 oA | cABA




Quais Gramaticas sao ambiguas?

(1) S->bA|aB
A ->a|aS|bAA
B->b|bS|aBB

(2) A gramatica usada para gerar expressoes aritmeticas na
notacao na linguagem APL.:

S->SS+|SS-|SS*|x|y
ounanotac;ao :
S->+SS|-SS | *SS x|y

(3) A gramatica para gerar parénteses aninhados:
S->(5)|()SS

(4) A gramatica que define os operadores logicos and e or
E->EorE|EandE|(E)|a



Classifique as gramaticas, dé a quadruplae a L(G) e
diga se sao finitas/infinitas

1) E-E+E|E-E|E*E|E/EI|(E)IF
F>0|1]...]19

2) A->BC
BC -> CB
B->b
C->a

3)A->0A | B
B->1B | A
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4) S -> 0A
A->1S|1

5)S ->0A
A->1B
B->1s |1

6) L(6) = {111(00)}

G=?

7)L(G) ={ab"c* | n>=1ei>= O}

G=?

8) L(6G) = {a’b"c" | n>=1e i>= O}

G=?

9) Utilize o software JFLAP com os exemplos acima
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