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Automatos com Pilha:
Reconhecedores de LLCs




- DefinigOes alternativas para Linguagens Livres de
Contexto

+ Extensdo de AFND com uma pilha, que pode ser
lida, aumentada e diminuida apenas no topo.

+ 2 variacoes de AP:

- Aceita cadeias por estados de aceitagdo

- Aceita cadeias por pilha vazia

- As 2 variacoes aceitam exatamente as LLC
(GLC € AP)

+ APDeterministicos: aceitam todas as LR e parte
das LLC



* A pilha permite memorizar uma quantidade infinita de

informagdes. Ao contrdrio de um computador, que também
pode armazenar quantidade arbitraria de informagoes, o

AP tem a restrigdo do comportamento da pilha (FIFO).

entrada

AFltlD ™

|

Aceita/Rejeita




* O AP decide a mudanca de estado baseado no
simbolo atual da entrada, no estado atual, e no
simbolo do topo da pilha.

- Ele pode, alternativamente, fazer uma transigdo
espontanea, usando € como entrada. Em uma
transicdo, o AP:

- Consome da entrada o simbolo que ele utiliza na transigdo.
Se ¢ for usado, nenhum simbolo da entrada é consumido.

- Vai para um novo estado, que pode ou ndo ser o mesmo
estado anterior.

- Substitui o simbolo do topo da pilha por qualquer cadeia.
A cadeia pode ser ¢ (eliminagdo na pilha); pode ser o
mesmo simbolo do topo (nenhuma alteragdo), ou um ou
mais simbolos distintos (eliminagdo + insercdo).



Um AP M é uma sétupla (K, %, T, 3, qo, Zo,F) onde:

1. K éum conjunto finito de estados

2. X (sigma) € um alfabeto finito chamado alfabeto de
entrada

3. T (gama) é um alfabeto da pilha finito

4. qo € K é o estado inicial. A mdquina comega nele.

5. Zo e T € o simbolo inicial da pilha. Aparece inicialmente
na pilha.

6. F é o conjunto de estados finais F < K

7. & (delta) € um mapeamento de
KX (X u{e}) XT — subconjuntos de K X T'*

(topo)

O resultado da aplicagdo de 3 € um conjunto finito de pares
(p.y) onde p € o hovo estado e vy € a cadeia de simbolos da
pilha que substitui o topo da pilha. Se vy € ¢, o topo é
eliminado; sendo o topo € substituido por y de tal forma
que o 1°. simbolo de y € o novo topo.



» O diagrama de transi¢do para APs que
aceitam a linguagem por estado final seque:

* Os nds correspondem aos estados do AP
+ Existem o estado inicial e os finais

* Um arco rotulado com a,X/a do estado q para
p significa que 3(q,a,X) contém o par (p, o)
entre os pares.

- Convencionalmente, Zo € o simbolo da pilha
(no JFLAP ¢ 2).

+ Leia-se: simbolo, topo_antigo/novo_topo



Aceitagdo por Estado Final: (Similar a AF)
Conjunto de todas as cadeias para as quais
alguma sequéncia de movimentos faz o AP entrar
num estado final — Linguagem aceita por estado

final, L(P) = {w | (qo, w, Zo) |-* (q. €, 0); g € F}

Aceitagdo por Pilha Vazia: Conjunto de todas as
cadeias para as quais alguma sequéncia de
movimentos, a partir do inicial, faz com que a

pilha fique vazia — Linguagem aceita por Pilha
vazia N(P) = {w | (go, w, Zo) |-* (q, €, €)}

OBS: quando aceitamos por pilha vazia o conjunto de
estados finais € irrelevante.

Os dois métodos acima sdo equivalentes.



* Encontre um AP M que reconheca o conjunto
L={w]|we {01} ew tem igual nimero de O
e 1}, por pilha vazia.

- c/\)/\lcE)sl’rre as configuragoes do AP com a entrada

Dica:

- associarOcomZelcomU; ZU T
* "matar"OcomlelcomO

+ fazer regra para aceitar cadeia vazia



M = ({q1}{0,1}{B,Z,U}, 3, q1,B, ©)

No oA wN e

, 0,B) = {(q1,ZB)}
, 1,B) = {(q1,UB)}
,0,2) ={(q1,22)}
, 1,U) = {(q1,UV)}
,1,Z) = {(q1, €)}
,0,VU) ={(q1, &)}

, £,B) = {(q1, €)}

empilha primeiro O

empilha primeiro 1

empilha O consecutivos
empilha 1 consecutivos
desempilha se 1 com O
desempilha se O com 1
desempilha no fim da cadeia



AP para L = cadeias com igual ndmero de Os e 1s
(por pilha vazia)

0, B/ZB
1,B/1B
0,Z/ZZ
1, U/uU
1,Z/ ¢
OU/ ¢

e B/ ¢ ﬂ

> ql

Repare que L € Regular e o AP é Deterministico



Configuragoes para 0101

Entrada Configuragdo
(q1.B)
0 (q1.ZB)
01 (q1,B)
010 (q1,ZB)
0101 (q1,B)

(ql,¢)



» Encontre um AP M que reconhega o
conjunto L = { O"12n | n > O} por pilha
vazia.

» Ideia: para cada O lido, empilhar a
subcadeia 11. Para cada 1 lido,
desempilhar um 1 da pilha. Se ao
acabar a cadeia a pilha estiver vazia, a
cadeia é aceita.



AP= ({qo,q1}, {0,1}, {0,1,Z0}, 5 , qo, Zo)

0, Zo/11Zo ¢ Zo/e
0, 1/111 1 1/e
Q 1.1/¢ m
>
q0 ql

Repare que L € LC, mas ndo € Regular, e 0 AP é
Deterministico



Sdo equivalentes:

Por estado
final

Por pilha
vazia



Por definigdo, os AP podem ser ndo-
deterministicos;

A classe de AP deterministicos sdo
especiais: embora limitada, a classe de
linguagens reconhecidas por eles é
inferessante no contexto de linguagens de
programagao.



- APD ndo reconhecem todas as LLCs.

* Por exemplo, ndo existe um APD que reconhega
Lo = {ww" | w esta em (0+1)*} - palindromos de comprimento
par sobre {0,1}.

Mas, se inserirmos um "marcador de centro” c,
tornamos a linguagem reconhecivel por um APD:

L = {wew" | w estd em (0+1)*}

Estratégia: empilhar Os e 1s até encontrar c. Entdo
muda de estado em que compara cada novo
simbolo com o topo da pilha, desempilhando se
forem iguais, até encontrar Zo no topo; caso
contrdrio, para num estado ndo final.



0, Zo/0 Zo

1,Zo/1 Zo

0,0/00

0,1/01

1,0/10

1,1/1 m

> qo

e, Zo/Zo
g, 0/0

g, 1/1

g, Zo/Zo



0, Zo/0 Zo

1,Zo/1 Zo
0,0/00
0,1/01
1,0/10
1,1/11
¢
> qo
c, Zo/Zo
c,0/0

c, 1/1

0,0/¢
1,1/¢

g, Zo/Zo



Os APD aceitam uma classe de linguagens que estao
entre as LR e as LLC.

+ Teorema 1: Se L € uma LR, entdo L=L(P) para
algum APD P.

* Mas os APD tb aceitam LLC que ndo sdo Regulares
(vide exemplo 2 anterior)



» As linguagens aceitas por APDs
incluem as LRs, mas também incluem
outras LLCs.

* Ex. L,

» Ou seja, ha LLCs para as quais hdo
existe um APD que as reconhece (ha
apenas APND).

- Ex. L,



- D. Knuth definiu, em 1965, as
gramaticas LR(k), uma subclasse das
GLC que geram exatamente as
linguagens reconhecidas por APDs.

+ As gramadticas LR(k) formam a base
para o YACC (yet another compiler
compiler) do Unix, que gera um
programa em C, que € um analisador
sintatico para a linguagem definida
por uma LR(k), dada como entrada.



*+ Teorema: Se L = N(P) para algum APD P
(por pilha vazia), entdo L tem uma GLC
ndo-ambigua.

+ Teorema: Se L = L(P) para algum APD P
(por estado final) entdo L tem uma GLC
ndo-ambigua.

(isso nos indica gue as linguagens inerentemente

ambiguas so podem ser reconhecidas por
APND)



Gramaticas e reconhecedores

Linguagens/Gramaticas

Reconhecedores

Rec. Enumeravel

Maquina de Turing

Sensivel ao contexto

Maquina de Turing com memaoria
limitada ou Autdbmato Linearmente
Limitado

Livre de contexto

Autdmato a pilha

Regular

Autdmato finito




Gramdticas Sensiveis ao Contexto
(GSC)

Linguagens Sensiveis ao Contexto
(LSC)

Automatos Linearmente
Limitados

(ALL)



Automatos Linearmente Limitados -ALL:
Reconhecedores de LLCs

Para que um automato seja capaz de
reconhecer LSCs que ndo sejam LLCs, ele
deve ser uma Mdquina de Turing, mas pode
ter a seguinte restrigdo:

+ O espago de fita ocupado € linear em
relagdo ao comprimento da cadeia de
entrada a ser reconhecida.

Assim, se |w|=n, entdo O(n) células da fita
sdo utilizadas no reconhecimento de w.

Na verdade, é possivel mostrar que apenas n
células sdo necessarias.



Ex. Um ALL para reconhecer a LSC

L ={ab"c" | n>0}

Exemplos:

Pertence a L: I aaabbbccc
Nao /Def'feﬂce é L. I aaabbcccc
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Ideia: em cada passo, reconhecer um a, um b e um c,
substituindo-os por X, Y e Z, respectivamente.

1. Q={90.91.92.93.94.9.}

2.% ={ab,c}
3. ={ab,c,BX)YZ}
4. 6 a seqguir.

5. gy - 0 estado inicial
6. F ={q,}
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B2k bsb, L
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Hierarquia de Chomsky

LRE

LSC

Linguagens

LR = Linguagens
Regulares

LLC = Linguagens
Livres de Contexto
LSL =Linguagens
Sensiveis ao Contexto
LEF = Linguagens
Recursivamente
Enumeraveis
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Tipo O: Linguagens
Computdveis ou
Recursivamente
Enumeraveis

Gramaticas com
Estrutura de Frase

Linguagens e Reconhecedores

»
- r) - Aelo

Magquinas de
Turing

NP-completo

Tipo 1: Sensiveis
ao Contexto

Gramaticas
Sensiveis ao
Contexto

Madgquinas de
Turing com
memoria limitada

Exponencial: O(2")

Tipo 2: Livres de
Contexto

Gramaticas Livres
de Contexto

Automatos a Pilha

Polinomial

Espago: O(n);
Tempo: Geral: O(n3);
Ndo-ambiguas: O(n?)

Tipo 3: Conjuntos
Regulares

Gramaticas
Regulares

Automatos Finitos

Linear: O(n) e O(|E|) (no
tamanho do AF)




