SCC0214 - Projeto de
Algoritmos

Recursao



Definicao

Uma funcao é dita recursiva quando é
definida em seus proprios termos, direta ou
iIndiretamente

3 Dicionario Michaelis: ato ou efeito de recorrer

Recorrer: Correr de novo por; tornar a percorrer.
Repassar na memoria; evocatr.

E uma funcdo como qualquer outra



Recursividade

Utiliza-se uma funcao que permite chamar a
si mesma (direta ou indiretamente)

Exemplo: soma dos primeiros N inteiros
0 3(5)=5+4+3+2+1

0 =5+ S(4)

0 S(4) =4 + S(3)

0 8(3)=3+S(2)

0 8(2)=2+S(1)

2 5(1) =1 (solucao trivial)



Recursividade

2 passos:

2 Definir uma funcao recursiva, que decresce ate
alcancar a solugcao mais simples (trivial)

Ex: S(n) =n+ S(n-1)
2 Definir a condigao de parada (solugao trivial)
Ex.. S(1) =1



\ Recursividade

main( )
{
int n;
scanft (“%d”, &n):;
printf (“%d”, soma(n)):;
}
int soma (int n)
{
if (n == 1) return (1);
else return (n + soma(n — 1)) ;




Recursividade
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Exercicio

Implemente uma funcao recursiva para
calcular o fatorial de um numero inteiro
positivo




Exercicio

Implemente uma funcao recursiva para
calcular o fatorial de um numero inteiro
positivo

/Iversao recursiva
int fatorial(int n) {
int fat;

if (n==0) fat=1;
else fat=n*fatorial(n-1);

return(fat);

}



Exemplo

Funcao que imprime os elementos de um vetor

void imprime(int v[], int tamanho) {
Int i;
for (i=0;i<tamanho;i++)
printf("%d ", v[i]);
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‘ Exercicio

" Faca a versao recursiva da funcao
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Exercicio

Faca a versdo recursiva da funcao

void imprime(int v[], int tamanho, int indice _atual) {
if ( indice_atual < tamanho ) {
printf("%d ", v[indice atual] );
imprime(v,tamanho,indice_atual+1);

}
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Efeitos da recursao

A cada chamada

2 Empilhnam-se na memoria os dados locais (variaveis e
parametros) e o endereco de retorno

A funcao corrente s6 termina quando a funcido chamada
terminar

2 Executa-se a nova chamada (que também pode ser
recursiva)

2 Ao retornar, desempilham-se os dados da memoria,
restaurando o estado antes da chamada recursiva

13



Exercicio para casa

Simule a execucao da funcao para um vetor de
tamanho 3 e mostre a situacao da memoria a cada
chamada recursiva

void imprime(int v[], int tamanho, int indice_atual) {
if (indice_atual<tamanho) {
printf("%d ",v[indice_atuall]);
imprime(v,tamanho,indice_atual+1);

}
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Alternativa: tem o mesmo

P
e ?npir}r%)e(') (int v[], ...) {

printf("%d ",v[0]);
imprime1(v,...);
}
}

void imprime1(int v[], ...) {
printf("%d ",v[1]);
imprime2(v,...);
}
}

void imprime2(int v[], ...
printf("%d ",v[2]);

}

}

imprime3(v,...);

) {
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Alternativa: tem o mesmo
elel 107

imprimel(int v[], ...) { void imprime2(int v[], ...
printf("%d ",v[0]); printf("%d ",v[2]);

imprime3(v,...);

}

imprime1(v,...);

} }
)

void imprime1(int v[], ...) {
printf("%d ",v[1]);
imprime2(v,...);
}
}

Mesmo resultado, com diferenca de haver duplicacao de codigo

) {
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‘ Efeitos da recursao

" Mesmo resultado, com diferenca de haver
duplicacao de codigo

9 O que isso quer dizer? Funcoes recursivas sao sempre
melhores do que fungdes nao recursivas?
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Efeitos da recursao

Mesmo resultado, com diferenca de haver
duplicacao de codigo

9 O que isso quer dizer? Funcoes recursivas sao sempre
melhores do que fungdes nao recursivas?

Depende do problema, pois nem sempre a recursao € a
melhor forma de resolver o problema, ja que pode haver uma
versao simples e nao recursiva da funcao (que nao duplica
codigo e nao consome mais memaria)
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Recursao

Quando usar: quando o problema pode ser definido
recursivamente de forma natural

Como usar

2 1° ponto: definir o problema de forma recursiva, ou seja,
em termos dele mesmo

2 2° ponto: definir a condicao de término (ou condigcao
basica)

9 3° ponto: a cada chamada recursiva, deve-se tentar
garantir que se esta mais proximo de satisfazer a condicao
de término (caso mais simples)

Caso contrario, qual o problema?
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Recursao

Problema do fatorial

2 1° ponto: definir o problema de forma recursiva
n'=n%*(n-1)

2 2° ponto: definir a condicao de término
n=0

4 3° ponto: a cada chamada recursiva, deve-se tentar
garantir que se esta mais proximo de satisfazer a condigao
de término

A cada chamada, n € decrementado, ficando mais proximo da
condicao de término
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Recursao vs. iteracao

Quem é melhor?

/Iversao recursiva
int fatorial(int n) {
int fat;

if (n==0) fat=1;
else fat=n*fatorial(n-1);

return(fat);

}

/Iversao iterativa
int fatorial(int n) {
int i, fat=1;

for (i=2;i<=n;i++)
fat=fat™i;

return(fat);

}
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Exercicio

Implemente uma funcao que verifique se
uma dada string € um palindromo

2 Implementacao iterativa

2 Implementacao recursiva
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Exercicio

Implemente uma funcgao recursiva para calcular o
enesimo numero de Fibonacci

2 1° ponto: definir o problema de forma recursiva
2 2° ponto: definir a condicao de término

1 3° ponto: a cada chamada recursiva, deve-se tentar
garantir que se esta mais proximo de satisfazer a condicao

de término
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Exercicio

Implemente uma funcao recursiva para calcular o enésimo
numero de Fibonacci

0 1° ponto: definir o problema de forma recursiva
f(0)=0, f(1)=1, f(n)=f(n-1)+f(n-2) para n>=2

0 2° ponto: definir a condicao de término
n=0 e/ou n=1

0 3° ponto: a cada chamada recursiva, deve-se tentar garantir que
se esta mais proximo de satisfazer a condicao de termino

n € decrementado em cada chamada
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Recursao vs. iteracao

Quem é melhor? Simule a execucao

//versao recursiva //versao iterativa

int fib(int n) { int fib(int n) {
int resultado; int i=1, k, resultado=0;
if (n<2) resultado=n; for (k=1;k<=n;k++) {
else resultado=fib(n-1)+fib(n-2); resultado=resultado+i;

iI=resultado-i;

return(resultado); }

}

return(resultado);
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Recursao vs. iteracao

Quem é melhor? Simule a execucao

//versao recursiva //versao iterativa

int fib(int n) { int fib(int n) {
int resultado; int i=1, k, resultado=0;
if (n<2) resultado=n; for (k=1;k<=n;k++) {
else resultado=fib(n-1)+fib(n-2); resultado=resultado+i;

iI=resultado-i;

return(resultado); }

}

return(resultado);

Certamente mais elegante, mas }
duplica muitos calculos!
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Recursao vs. iteracao

Quem é melhor?
2 Estimativa de tempo para Fibonacci (Brassard e Bradley, 1996)

n 10 20 30 50 100

Recursao 8 ms 1s 2 min 21 dias | 10° anos

Iteracao | 1/6 ms 1/3 ms 1/2 ms 3/4 ms 1,5 ms
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Fibonacci recursivo eficiente

Crie um procedimento recursivo eficiente

para calcular o n-ésimo termo da seérie de
Fibonacci.

J Evite chamadas recursivas desnecessarias
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Fibonacci recursivo eficiente

Crie um procedimento recursivo eficiente
para calcular o n-ésimo termo da seérie de
Fibonacci.

9 Evite chamadas recursivas desnecessarias

0 Dica: armazene os valores da série ja calculados
em um vetor
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vold fib( int v[],

int n,

int *current)

//Caso simples
if ( == 1)
{

v[O] = 07

v[l] = 1;

*current = | ;

return ;

- r

if ( n-1 > *current )

fib( v,n-1,current );

//BAtualiza vetor

vin] = vn-11 + v[n-21];

*current = n;

1int main ()

{

int v[50]1;
int current = 0;

//Chamando fib

fib( v, 49, &current );
int 1i;
for (1 = 0; 1 < 50; 1++)

printf("zd\n", v[il):

return 0;
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Recursao vs. iteracao

Programas recursivos que possuem
chamadas ao final do codigo sao ditos terem
recursividade de cauda

2 Sao0 mais facilmente transformaveis em
programas iterativos
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‘ Torres de Hanoi
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Torres de Hanoi
Jogo

9 Tradicionalmente com 3 hastes: Origem, Destino,
Temporaria

2 Numero qualquer de discos de tamanhos diferentes na
haste Origem, dispostos em ordem de tamanho: os maiores
embaixo

2 Objetivo: usando a haste Temporaria, movimentar um a um
os discos da haste Origem para a Destino, sempre
respeitando a ordem de tamanho

Um disco maior nao pode ficar sobre um menor!

33



Torres de Hanoi

Implemente uma funcgao recursiva que resolva o
problema das Torres de Hanoi
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Torres de Hanoi

Implemente uma funcgao recursiva que resolva o
problema das Torres de Hanoi

2 Mover n-1 discos da haste Origem para a haste Temporaria
2 Mover o disco n da haste Origem para a haste Destino

0 Recomecar, movendo os n-1 discos da haste Temporaria
para a haste Destino
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Torres de Hanoi

#include <stdio.h>
void mover(int, char, char, char);

int main(void) {
mover(3,'0','T",'D");
system("pause");
return O;

}

void mover(int n, char Orig, char Temp, char Dest) {
if (n==1) printf("Mova o disco 1 da haste %c para a haste %c\n",Orig,Dest);
else {
mover(n-1,0rig,Dest, Temp);
printf("Mova o disco %d da haste %c para a haste %c\n",n,Orig,Dest);
mover(n-1,Temp,Orig,Dest);

}
}




Torres de Hanoi

Exercicio para casa

J Execute na mao o programa anterior
9 Tente fazer a versao nao recursiva do programa
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‘ Multiplicacao de matrizes

" EXxercicio para casa

9 Tente fazer uma funcgao recursiva que calcule a
multiplicacao de duas matrizes inteiras
quadradas.
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Exercicio

Problema da maior soma de subsequéncia
em um vetor

-2|111-4113|-5|-2
20

Implemente um programa iterativo para
resolver o problema

Implemente um programa recursivo
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Duas possibilidades na
divisao

crosses the midpoint

low mid high

entirely in A[low . .mid] entirely in A[mid + 1.. high]

Almid +1.. ]
low i mid ——— ———, high

] Ali .. mid]
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‘Vetores cruzando o ponto
central

FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY (A. low, mid. high)

1 left-sum = —o0

2 san =N

3 fori = mid downto low
4 sum = sum + Ali]
5 if sum > left-sum

6 left-sum = sum
7 max-left = i

8 right-sum = —o0

D s =0
10 for j = mid + 1 to high
11 sum = sum + A[J]
12 if sum > right-sum
i3 right-sum = sum
14 max-right = j

15  return (max-left. max-right, left-sum + right-sum)




‘ Solucao final

FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, low, high)
I if high == low

2 return (low, high. A[low]) // base case: only one element
3 else mid = [(low + high)/2]
4 (left-low, left-high, left-sum) =
FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, low. mid)
5 (right-low, right-high.right-sum) =
FIND-MAXIMUM-SUBARRAY (A, mid + 1, high)
6 (cross-low, cross-high, cross-sum) =

FIND-MAX-CROSSING-SUBARRAY (A, low, mid, high)
if left-sum > right-sum and left-sum > cross-sum
return (left-low, left-high, left-sum)
elseif right-sum > left-sum and right-sum > cross-sum
return (right-low, right-high. right-sum)
else return (cross-low. cross-high, cross-sum)

— O O o0
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Exercicio

Escreva uma funcao que retorne o segundo
maior valor de uma funcgao. Utilize recursao
nesta funcao dividindo o vetor analisado ao
meio a cada chamada.
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Exercicio

Escreva imprima todas as n! permutacoes da
string de entrada. Considere que a string de
entrada nao possui caracteres repetidos e
gue ela esta armazenada na primeira linha

de M

void permute ( char *a, int ini, int length )



Exercicio

void permute ( char *a, int ini, int length )

Como definir de forma recursiva®?
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‘ Exercicio

“ void permute ( char *a, int ini, int length )

= Como definir de forma recursiva

O Trocar o primeiro por cada um dos outros
restantes da substring

0 Fazer permutacao da substring
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Arvore de recursio

Swap A with A

el

Swap Awith C

. Fixed Characters

Ais
A B C Fixed
Swap B with B Swap B with C
Al BJ]C AlC|B
AB is Fixed AC is Fixed

AlB]|]C
Swap Awith B
Bis
B A C Fixed
Swap A with A Swap A with C
BI|A ] C BiIC A
BA is Fixed BC is Fixed

Cis
C B kﬂ" Fixed
Swap B with B Swap B with A
CIBI|A ClA|B
CB is Fixed CA is Fixed
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vold permute(char *a, int 1, int n)

{

int j;

if (i = n - 1) printf("%s\n", a);
else
{
for (7] = 1i; 7 < n; J++)
{
swap ((a+1) , (a+3j));
permute(a, i+l, n);
swap ((a+1) , (a+Jj));
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vold swap (char *a,
{ char t = *a; *a

int main()

{
char s[100];
strcpy (s, "ARBC
permute(s, U,
return ©U;

'}

char *Db)
= *b; *h =

")

strlen(s)) ;

t;

}
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Arvore de recursio

Swap A with A

el

Swap Awith C

. Fixed Characters

Ais
A B C Fixed
Swap B with B Swap B with C
Al BJ]C AlC|B
AB is Fixed AC is Fixed

AlB]|]C
Swap Awith B
Bis
B A C Fixed
Swap A with A Swap A with C
BI|A ] C BiIC A
BA is Fixed BC is Fixed

Cis
C B kﬂ" Fixed
Swap B with B Swap B with A
CIBI|A ClA|B
CB is Fixed CA is Fixed
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Backtracking




Backtracking

Quando utilizar?

Q

Problemas que nao seguem uma regra fixa de
calculo, mas que sao resolvidos por tentativa e
erro

O problema pode ser decomposto em partes
menores, através da exploracao de pequenas
partes. Pode ser visto como um algoritmo de
busca em um dado espaco.

Se 0 proximo passo nao deu certo, volto ao passo
anterior e busca nova solucao
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‘ Backtracking

INICIO ./\‘.\A
K/o—




Sudoku

Matriz 9x9 com alguns
numeros preenchidos

Todos 0s numeros estao entr
1e9

Objetivo: Cada linha, cada
coluna, e cada mini matriz
precisa conter os numeros
entre 1 e 9 sem repeticoes
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Resolucao via forca bruta

Solugéo simples e geral 53 7

6 11915
Tente todas as o5
combinagoes ate encontrar [ 5 3
uma que funcione 4 8| |3 1

Esta abordagem nao é

“esperta” 411]9
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Resolucao via forca bruta

. , ) _ 5031 7
Se nao existem células vazias,
. 6 1195

resolvido T3
Percorrer células da esquerda para - - 3
direita, de cima para baixo

. . 4 8 3 1
Quando uma célula vazia é - ; ;
encontrada, preencherde 1 até 9

e . 6
Quando um digito é colocado, verificar
legalidade 4119 >
8 9
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Resolucao via forca bruta

- . , . 213 (1 7
Se nao existem células vazias,
. 6 1|95

resolvido T3
Percorrer células da esquerda para - - ;
direita, de cima para baixo

, ., 4 8 3 1
Quando uma célula vazia é - ; ;
encontrada, preencherde 1 até 9

. e 6
Quando um digito é colocado, verificar
legalidade 4119 >
8 9

ESTANOVA INSTANCIA DO PROBLEMA E SIMILAR AO
PROBLEMA ORIGINAL ?
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5 5
3 3
9 9
4 4
5 5
3 3
9 9

DEAD END




Sudoku - A Dead End

Com a configuracao atual, nenhum dos
digitos funciona para fechar a ultima linha

>1311]2(71418 |9

6 11 9(5
9|8 6




Back tracking

Quando a busca alcanca um ponto sem

solucao, ela volta a solugcao anterior e muda

para o proximo digito

2 No exemplo, voltariamos na ceélula anterior e
colocariamos um 9 e tentamos novamente
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Back tracking

s[3[1]2]7]4]8]o

6 1195

9|8 6

8 6 3
8 3 1

7 2 6

6 28
41119 5
8 719

&
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Forca bruta e backtracking

Algoritmos de forca bruta sao lentos

Nao empregam muita logica

2 Nao enxergam muito a frente

Mas ...

10 S30 faceis de implementar como primeira solucao

Backtracking € um tipo de solucao via forca
bruta
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Caracteristicas importantes

Apos tentar colocar um digito na ceélula,
gueremos resolver o mesmo subproblema

ApoOs colocar um digito na célula, € necessario
lembrar o proximo numero a ser tentado caso
esta tentativa nao funcione

E necessario saber se a solucdo funcionou ou

nao. Se funcionou, nao é necessario testar o
proximo numero

Se todos 0s numeros sao testados e nenhum
deles funcionou, reportar
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Pseudocodigo para
b&ﬁlﬁt@kﬁﬂgcesso

For ( cada possivel escolha do estado atual )
- faca a escolha e use o valor escolhido

- Use recursao para resolver o problema para o
novo estado

IF ( chamada recursiva com sucesso )
RETURN sucesso

RETURN falha
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INICIO
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‘ Implementacao com pilha

" Como implementar a solucao do
backtracking recursivo com pilha”?
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Implementacao com pilha

boolean solwve (Node n) {
Coloque n na pilha;
while (pilha ndo esta vazia)
{
if ( nd no topo & folha ) {
if ( nd6 no topo & solucao), return true
else pop()
}
else {
if ( nd6 no topo tem filhos ndo verificados )
coloque o proximo filho nédo verificado na pilha
else pop/()

}

return false

68



O problema das 8
rainhas




‘ Problema das 8 rainhas

" Um problema classico de xadrez

9 Colocar 8 rainhas no tabuleiro de forma que
nenhuma delas possa atacar as outras

A
A
v

= [ L e n In ! -] uil
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O problema das N rainhas

Colocar N rainhas em um tabuleiro N x N de
forma que nenhuma delas possa atacar a outra

Numero de disposicoes possiveis

Em 8 x 8 > Combinacao de 64 tomados 8 a 8
=4,426,165,368
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Se 0 numero de rainhas é fixo e sabendo-se que nao
pode existir mais de uma rainha por coluna é possivel
iterar da seguinte forma

for(int c0 = 0; c0 < 8; cO0++){

board[c0] [0] = 'g';
for(int cl = 0; cl < 8; cl++){
board[cl] [1] = 'gq';
for(int c2 = 0; c2 < 8; c2++) {
board[c2] [2] = 'gq';

// a little later
for(int c¢c7 = 0; c7 < 8; c7++){
board[c7][7] = 'gq';
1f ( queensAreSafe (board) )
printSolution (board) ;
board[c7][7] = " '; //pick up
queen

board[c6] [6] = "' '; // pick up queen



Problema

E possivel implementar a solucao anterior

para um valor variavel N?
a
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Problema

E possivel implementar a solucao anterior
para um valor variavel N?

0 Nao e possivel implementar uma quantidade
genérica de loops

Solucao: implementar o problema
recursivamente
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‘ Esquema geral da construcao

PROCEDURE Try(i: INTEGER);
BEGIN
mitialize selection of positions for 1-th queen:
REPEAT make next selection;
IF sate THEN SetQueen;
IF 1<8 THEN Try(1+1);
IF not successful THEN RemoveQueen END
END
END
UNTIL successiul OR no more positions
END Try
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O problema das 8 rainhas

| representa o indice da coluna e o0 processo
de selecao para posicoes varia entre as 8
possiveis valores para linha.

Forma de representacao matricial?

4 Mais natural, no entanto esta representacao leva
a operacoes inconvenientes

4 O que é relevante para o problema?
Se aquela linha ja foi ocupada
Se aquela diagonal ja foi ocupada
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‘ Representacao

VAR x: ARRAY 8 OF INTEGER;
a: ARRAY 8 OF BOOLEAN:
b, c: ARRAY 15 OF BOOLEAN

where

X; denotes the position of the queen 1n the 1 th column;
a; means "no queen lies in the j th row";

bx means "no queen occupies the k th /-diagonal;

¢, means "no queen sits on the k th \-diagonal.
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Para facilitar a resolucao, note que
2 Diagonal / : elementos tem a soma constante
2 Diagonal \ : a diferenga (i —j ) € constante

SetQueen: colocar a rainha na posicao
2 x[i] =]

0 alj] = FALSE e b[i+j] = FALSE e cJi-j+7] = FALSE

RemoveQueen: remove a rainha da posicao
0 a[j] = TRUE e bli+j] = TRUE e c[i-j+7] = TRUE

Safe: a[j] && b[i+j] && c[i-j+7]
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PROCEDURE Try(1: INTEGER; VAR q: BOOLEAN);
VAR ;: INTEGER;
BEGIN 7 =0
REPEAT q := FALSE:;
IF a[j] & b[i+] & ¢[1-j+7] THEN

x[1] =1J;
a[j] = FALSE; b[i+j] := FALSE; c[i-j+7] := FALSE;
IF i <7 THEN
Try(i+1, q):
IF ~q THEN
a[j] = TRUE; b[i+j] := TRUE:; c[i-j+7] := TRUE
END
ELSE q = TRUE
END
END ;
INC()

UNTIL q OR (= 8)
END Try:
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Resolucao de
labirintos




‘ Exemplo: mazes

INiCIO X

X

SAIDA
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Exemplo: mazes

nico I
e

SAIDA
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Exemplo: mazes

nicio |
I
.

.

I

SAIDA
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Exemplo: mazes

nico I
e
.
-

SAIDA
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Exemplo: mazes

CAMINHO ERRADO !

nico I
L
S

SAIDA
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Exemplo: mazes

VOLTA PARA ULTIMA SOLUCAOQ!

nico I
N
. -

SAIDA
DESCONHECIDA

86
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