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Grafos VI:

Grafos Ponderados &
Caminhos Minimos (Bellman-Ford)

Ricardo J. G. B. Campello |
(N

Parte deste material é baseado em adaptacdes e extensfes de slides
disponiveis em http://ww3.datastructures.net (Goodrich & Tamassia).




Organizacao

# Grafos Ponderados

s Adaptacao da Estrutura de Dados Alternativa

N

= Propriedades

# Caminhos Minimos

s Equacles Funcionais

= Algoritmo Bellman-Ford
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Grafos Ponderados

# Um grafo ponderado é um grafo que possui rétulos numeéricos
(pesos) associados a cada aresta. Possui ampla aplicabilidade.

N

# Existem algoritmos especializados para calcular o caminho mais curto
(shortest path) entre quaisquer dois vértices do grafo. Por exemplo:

s Bellman-Ford, Floyd-Warshall, Dijkstra, entre outros.

# O mesmo vale para a arvore geradora minima:

s Prim, Prim-Jarnik, Kruskal, ...
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Grafos Ponderados

# Estrutura de Dados Simples:

typedef struct

typedef struct

edge edges[MAXV+1] [MAXDEGREE] ;
int degree[MAXV+1]:;
int nvertices:;
int nedges:;
} graph:

A*
.I,.-":-li-
.I,.-":-li-
_."'r":'

int v S* opposite vertex */
int weight; A% edge weight *=/
oedge:;

FdjIcency
outdegrees
humber of
humber of

info *7

of each wvertex */
vertices in the graphk */
edges in the graph */




Caminhos Mais Curtos

# Dado um grafo simples, direcionado e ponderado, e dois vértices
u e v, tais que v é alcancavel a partir de u, queremos encontrar
um caminho de custo (distancia) total minimo entre u e v.

s Custo de um caminho é a soma total dos pesos das suas arestas.

# Exemplo:
= Caminho mais curto entre Providence (PVD) e Honolulu (HNL).

# Principais Aplicacdes
= Comunicac0es.
= Transporte.

Go¢T
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Propriedades

Propriedade 1

N

(a) Qualquer grafo nao direcionado ou misto pode ser
transformado em direcionado (digrafo puro) substituindo cada
aresta nao direcionada por duas em direcOes opostas; e

(b) Grafos nao ponderados podem ser considerados
ponderados com pesos unitarios.
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Propriedades

Propriedade 2 (Principio de Otimalidade)

N

Se nao existirem ciclos direcionados com custo total negativo
(diciclos negativos), entao:

Um sub-caminho simples de um caminho mais curto simples é
também um caminho mais curto simples por si s6.

Em outras palavras, se um vértice x faz parte do caminho mais curto
de um outro vértice u até um terceiro vértice v, entdo o sub-caminho
entre u e X € o caminho mais curto entre esses dois vertices.

Cl/
10 -25
€D SN

Presenca de Diciclo Negativo: 1-2-3 € o caminho Auséncia de Diciclo Negativo: 1-4-2-3 € caminho simples
simples 6timo, mas 1-2 ndo é (ver 1-3-4-2). 6timo, assim como séo 1-4, 1-4-2, 4-2, 4-2-3 e 2-3.
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Propriedades

Propriedade 3

A propriedade 2 implica que existe uma arvore de caminhos mais
curtos simples de um vértice inicial até todos os outros vértices.

N

Exemplo (a partir de PVD):
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EquacOes Funcionais <

Caso um-para-todos (one-to-all): K ‘\@

N

A propriedade 2 implica um conjunto de equacfes necessarias e
suficientes para a otimalidade de caminhos mais curtos.

Seja ¢;, 0 peso da aresta direcionada (i, k) ligando algum vertice
| ao vértice k e d[k] a distancia do caminho mais curto entre um
veértice de origem s e um vértice qualquer k do grafo.

Entéao: d[s]=0
d[k] = min{d[i] +¢;, : (i, k) existe} Vk=s

PS. d[k] é definida como d[k] = cose ndo existe caminho entrese k .
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Algoritmo Bellman-Ford (one-to-all)

L/

N

As equacgOes funcionais claramente apresentam uma relagcéo de inter-
dependéncia recursiva entre os valores de d[k] para os diferentes vértices,
gue impedem uma solucéo direta.

A idéia do algoritmo Bellman-Ford é avaliar repetidamente as equacdes
utilizando os valores da iteracéo precedente.

Passo O (Inicializacdo): Dado o vértice de origem s, inicialize as distancias como:

dO[K] :{Osek:s.

co Ccaso contrario.
e 0 contador de iteracdes como t = 1.
Passo 1 (Atualizacéo): Para cada vértice k = s faca:
d'k] =min; {d"[i] +c;,: (i, k) existe }
Se d'[k] < d*1[K] faca também p[k] = arg min; { d"I[i] + ¢;,: (i, k) existe }

Passo 3 (Critérios de Parada): Termine se d{[k] = d*1[k] para todos os vértices k ou se t =n
(iteragcbes = no. de vértices do grafo). Caso contrario facat =1t + 1 e volte para o Passo 1.

10
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Algoritmo Bellman-Ford

N

#® Encontrando os Caminhos Otimos:

Os valores d[k] representam os custos ou distancias dos caminhos
mais curtos a partir da origem até qualquer vértice k.

Os caminhos em si podem ser recuperados atraves dos valores
auxiliares p[k] também computados no passo 1 do algoritmo.

Para um dado vértice k, p[k] é simplesmente o indice ou rétulo do
vértice que precede k no caminho o6timo da origem s até K.

Para obter o caminho otimo de s até k basta portanto seguir 0s
indices p a partir de k retroativamente ate s.

Exemplo:
P di=0 ) 4 »( 2 ) dl2]=3
4  pl=4
0 ° > # valores finais
dE1=0 Gz >——~C 4 D dp4l=1
p[3]=1 p[4] =3
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Algoritmo Bellman-Ford

N

Exemplo: por simplicidade apenas os valores d sdo mostrados (nos vertices).
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Algoritmo Bellman-Ford

N

L/
# Justificativa: O que garante que os valores di[k] sdo 6timos?

Alguns vertices estao 1 aresta distantes da origem ao longo de um
caminho otimo, outros 2 arestas distantes ao longo de um caminho
6timo, outros 3 arestas, e assim por diante.

Nenhum vértice esta mais que n — 1 arestas distante ao longo de um
caminho 6timo (sempre simples na auséncia de diciclos negativos).

O valor inicial para a origem, d{[s] =0em t=0, é correto e nao se altera
nas iteragoes posteriores.

ApOs a iteracdo t =1, todos os valores que dependem diretamente
deste, ou seja, aqueles referentes aos vertices apenas 1 aresta distante
de s ao longo de um caminho otimo, estardo corretos em definitivo.

No geral, apos t =i, todos os valores referentes aos vertices i arestas
distantes de s ao longo de um caminho 6timo terédo convergido.

Logo, o problema estara resolvido em no maximo n — 1 iteracoes.
13




Algoritmo Bellman-Ford

L/
# Encontrando Diciclos Negativos:

N

m A justificativa anterior garante que se o grafo néo contiver diciclos
negativos todos os valores terdo convergido no maximo apos t=n-1.

s De fato, se houver um diciclo negativo alcancavel a partir do vertice de
origem s, entdo a cada iteracao o algoritmo indefinidamente encontrara
um caminho de ainda menor custo atraves do diciclo e os valores nunca
Irdo convergir.

» Portanto, se algum valor ainda se alterar na iteracdo t = n, entao o
grafo necessariamente possui um diciclo negativo.

= Logo, o algoritmo Bellman-Ford pode tambéem ser utilizado para
detectar a presenca de diciclos negativos em grafos.

14
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Algoritmo Bellman-Ford

N

L/
# Complexidade:

m Atribuicdo de valores
iniciais aos n vertices:

+ 0O(n)

m A cada iteracdo, cada uma
das m arestas direcionadas
é verificada uma vez (no
vértice de entrada) para
atualizacéo de valores:

+ O(m)
s Como sao n iteracoes:

¢+ O(nm+n) = O(nm)

Algoritmo BellmanFord(G, s)
Entrada: Grafo G e um vértice s de G

Saida: Grafo G modificado com cada vértice v
incluindo a distancia e o vértice predecessor do
caminho mais curto a partir de s ; ou null se G
contém diciclos negativos.
para todo v € vertices(G)
se v=s v.distance « 0
senao
v.distance <« o
v.parent < null
parat <« 1 até n faca
flag_stop « 1
para todo v € vertices(G)
para todo e € incomingEdges(G, v)
Z < opposite(G, v, e)
se z.distance + e.weight < v.distance
v.distance « z.distance + e.weight
v.parent « z
flag_stop <0
se flag stop =1 retorne G
retorne null
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Exerciclos

N

1.

Modifique o principio de otimalidade, as equacdes funcionais e
0 pseudo-codigo de Bellman-Ford para encontrar os caminhos
maximos (/ongest paths) ao invés dos caminhos minimos.

Seja um digrafo simples sem diciclos negativos. Se um dado
vértice k desse digrafo n&o for alcancavel a partir de um outro
vértice s, qual sera o valor final de d[k] ap0s a execucao de
Bellman-Ford com origem em s? Justifique.

Qual tipo de grafo leva o tempo de execucédo de Bellman-Ford
ao pior caso possivel? Justifigue e apresente qual é esse
tempo de pior caso em termos de complexidade assintotica.

Descreva um método que utilize Bellman-Ford para obter os
caminhos minimos a partir de qualquer vértice para qualquer
outro veértice alcancavel de um grafo (algoritmo tipo all-to-all).

Qual a ordem de complexidade desse método?
16
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Exerciclos
5

Desenhe um grafo ndo-direcionado simples, conexo e
ponderado com 8 vertices e 16 arestas. Transforme esse grafo
em um digrafo e exercite o algoritmo Bellman-Ford
executando-o manualmente a partir de diferentes origens:

Apresente cada execucdo através de duas matrizes, uma com as
distancias (d[k]) e outra com os vértices predecessores nos caminhos
minimos (p[k]). Nessas matrizes, cada coluna k corresponde a um vértice
do grafo e cada linha t corresponde a uma iteracdo do algoritmo.

Implemente o algoritmo Bellman-Ford em C, com base na
estrutura de dados para grafos alternativa discutida em aula.
Valide sua implementacao comparando os resultados de
execucao com aqueles obtidos manualmente no Exercicio 5.

17
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