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Problema

Implementacoes do TAD Lista Linear

o Lista encadeada

eficiente para insercao e remocao dinamica de
elementos, mas ineficiente para busca

o Lista seqglencial (ordenada)

Eficiente para busca, mas ineficiente para insercao e
remocao de elementos

Arvores: solucéo eficiente para insercéo,
remocao e busca
o Representacao nao linear...
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Definicoes

Arvore T: conjunto finito de elementos,
denominados nds ou vertices, tais que:

0 Se T =¢, aarvore é dita vazia; c.c.
(i) T contéem um no especial, denominado raiz;

(i) os demais nos, ou constituem um unico conjunto vazio,
ou sao divididos em n > 1 conjuntos disjuntos nao
vazios (T,,T,,...,T,), que s&o, por sua vez, cada qual
uma arvore;

T,,T,,...,T,, sdo chamadas sub-arvores de T;

Um nd sem sub-arvores é denominado no-folha, ou
simplesmente, folha
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Deftinicoes (cont.)

Arvore: adequada para representar
estruturas hierarquicas nao lineares, como

relacoes de descendéncia (pai, filho, irmaos,
etc.)

Seumno X éraizde uma arvore,eumno Y
e raiz de uma sub-arvore de X, entao X &
PAldeYeY éFILHO de X
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D C ﬁﬂlg; 6 CS (cont)

Nos:A,B,C,D,E, F G
Folhas: E,F,C,G

I DE A B C D |
N L e W R W~ /
/\ l,_k__Fll_. -O\|
LT T T LT T v DE D |
FILHOS ® |
~ E Foee ) 116 )
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Deftinicoes (cont.)

Ondé XéeumANCESTRALdonoY (eY é
DESCENDENTE de X) se X é 0 PAlde Y, ou
se X é PAl de algum ANCESTRAL de Y

Dois nds sdo IRMAOS se sao filhos do
mesmo pal

Se 0s nos Yy, Y,, ...Y;sao irmaos,eono Z e
filno de Y, entao Y,,...Y; sao TIOs de Z
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‘ Detinicoes (cont.)

e N
R & e e \\
ARt ey Syl il v
'{ ( NOS
o IRMAOS '
VN ;!
e e |
I DESCENDENTES |
' DE A |
|
' |
\ /
\ /
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Conceltos

O NIVEL de um n6 X é definido como:
0 Oniveldondraizél

o O nivel de um nd nao-raiz é dado por (nivel de
seu no PAI + 1)

Os nos de maior nivel sao também noés-folha.
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Conceitos (cont.)

O GRAU de um no X pertencente a uma
arvore é igual ao numero de filhos do nd X

O GRAU de uma arvore T € o0 maior entre os
graus de todos 0s seus nos
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Conceitos (cont.)

NIVEL 1
A PROFUNDIDADE: 5

e

NiVEL2 (B C D E

F G (H nNiveest | o (K (L

/’\ Grau de A: 4

, Grau de B: 3
N O NIVEL 4 Graude C: 0

Grau de M: 1
Grau da arvore:4

U — <

NIVEL5
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Conceitos (cont.)

Uma sequéncia de nos distintos v,, ....v, tal que cada no
Vi, € filho de v; € denominada um CAMINHO na arvore
(diz-se que v; alcanca v,).

O numero de arestas de um caminho define o
COMPRIMENTO DO CAMINHO.

A ALTURA ou PROFUNDIDADE de uma arvore X €
dada pelo MAIOR NIVEL de seus nés. Aternativamente,
corresponde ao numero de nés do maior caminho entre
a raiz e os nos folhas.

Denota-se a altura de uma arvore com raiz X por h(X), e
a altura de uma sub-arvore com raiz y por h(y)
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‘ Conceitos (cont.)




Conceitos (cont.)

Uma arvore € ORDENADA se
considerarmos o conjunto de sub-arvores T,
T,, ...T, como um conjunto ordenado.

A A
SN N

B C C B
1 1
D D
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Conceitos (cont.)

Uma arvore € ORIENTADA se apenas a
oreintacao relativa dos nos — e nao sua
ordem — esta sendo considerada.

A A

/N N\

B C C B
1 1
D D
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Conceitos (cont.)

Uma FLORESTA € um conjunto de O ou
mais arvores distintas

/N /N
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Outras Representacoes (Graticas

Representacao por parénteses aninhados
(AB)(C DG H)E)F))

ou seja, uma lista generalizada!!

Representacao por Diagramas de Venn

c ®
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Arvore Binarias (AB)

Uma Arvore Binaria (AB) T é um conjunto

finito de elementos, denominados nos ou

vertices, tal que:

o (i) Se T =, a arvore e dita vazia, ou

o (i) T contém um no especial, chamado raiz de T,
e 0s demais nos podem ser subdivididos em dois
sub-conjuntos distintos T¢ e T, 0S quais também
sao arvores binarias. T e Ty sdo denominados

sub-arvore esquerda e sub-arvore direita de T,
respectivamente

17/40



Arvore Binarias (AB) (cont.)

A raiz da sub-arvore esquerda (direita) de um
no v, se existir, € denominada filho esquerdo
(direito) de v. Pela natureza da arvore
binaria, o filho esquerdo pode existir sem o
direito, e vice-versa

SerearaizdeT, diz-se que T, e T, S&0 as
sub-arvores esquerda e direitade T,
respectivamente
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‘ Arvore Binarias (AB) (exemplo)

®




Arvore Estritamente Binaria

Uma Arvore /\
Estritamente Binaria

tem nds que tém ou O B G

(nenhum) ou dois filhos
Noés internos (ndo /\
folhas) sempre tém 2

filhos C D
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Arvore Binaria Completa

Arvore Binaria Completa (ABC)
o € estritamente binaria, de nivel d; e
o todos os seus nds-folha estao no

mesmo nivel (d) A
C,D,E,F estdo no /\
nivel 3
(altura = 3) B G
:(C D E F



Arvore Binaria Completa (cont.)

Dada uma ABC e sua altura, pode-se
calcular o numero total de ndés na arvore

0 p.ex., uma ABC com altura 3 tem 7 nos
Nivel 1: =>1no
Nivel 2: => 2 noés
Nivel 3: =>4 noés
No. Totalden0s=1+2+4=7
o Verifigue que: se uma ABC tem altura h, entao o
numero de nos da arvore é dado por:

N=2"-1
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Nivel Numero de ndés por nivel

1=20

221
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Generalize para Arvore Completa de grau d e altura h

Nivel Numero de nos por nivel
1

1
2
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Inversamente:

= Se N é o nimero de nés de uma Arvore
Completa, de grau d, qual € a altura h da
arvore”?

N =dh-1

d-1
h = logy(N.d=N+1)
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‘ Arvore Binaria Quase Completa

= Arvore Binaria Quase Completa
o Se a diferenca de altura entre as sub-arvores de qualquer
no é no maximo 1.
o Como consequéncia, se a altura da arvore e d, cada no
folha esta no nivel d ou no nivel d-1.

B C

/N /

D £ ® 06 .



‘ Arvore Binaria Balanceada

= Arvore Binaria Balanceada

o para cada no, as alturas de suas duas sub-
arvores diferem de, no maximo, 1

A
/\
B C
VN /
) ©0 00
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Arvore Binaria Perfeitamente
Balanceada

Arvore Binaria Perfeitamente Balanceada: para
cada no, o numero de nds de suas sub-arvores
esquerda e direita difere em, no maximo, 1

Toda AB Perfeitamente Balanceada é Balanceada,
mas 0 Inverso nao é necessariamente verdade.

Uma AB com N nds tem altura minima se e sO se
for Balanceada.

Se uma AB for Perfeitamente Balanceada entao ela
tem altura minima.
o DemonstrettH
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‘ Exemplo

Arvore Balanceada Arvore Perfeitamente Balanceada

n | Py
6nos:h,, =3
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‘ Questoes

= Qual a altura maxima de uma AB com n nds?

0 Resposta: n ‘/'

-
-
-
-
-
-
-
-

o Arvore degenerada = Lista '

= Qual a altura minima de uma AB ¢/ n n6s?
o Resposta: a mesma de uma AB Perfeitamente Balanceada
com N nos N=1: h=1
] hmin: LIOQZNJ-I_]-
N=2,3; h=2 (maior inteiro < log,N) + 1

/Q\
' N=4.7: h=3 |_Ou :
o 12- s Do =[log,(N+1)
_ _‘_i N=8..15; h=4 méwgrinteirozzlogz(Nﬂ)
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‘ Implementacao de AB Completa

(alocacao estatica, sequencial)
= Armazenar os nos, por nivel, em um array

1 2 3 4 5 6 7

/‘ alblcldlel fls
&S

= Se um no esta na posicao i, seus filhos diretos
estao nas posicoes 2i e 2i+1
o Vantagem: espaco so p/ armazenar conteudo; ligacoes
implicitas
o Desvantagem: espacos vagos se arvore nao é completa
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‘ Implementacao de AB (dinamica)

Para qualquer arvore, cada no é do tipo

— 2o nfo o—

esq dir
RAIZ
typedef struct no *pno; l*
typedef struct nof ‘ \L °o| q .__l
tipo elem info; // ST
pno esq; J; —_|=_ o C .___L
pno dir; ' £ =
}no; _[J . *_l
typedef pno tree;
Tgier]

tree raiz;




‘ Operacoes do TAD AB

volid define (tree t) {
t = NULL; /*Cria AR vazia*/

void cria raiz(tree t, tipo elem item) {
pno no = malloc (sizeof (no));
no->esq = NULL;
no->dir = NULL;
no->info = item;

t = no;

boolean vazia(tree t) {
return (t == NULL);
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Funcao recursiva para calcular altura de
uma arvore

int altura(tree r) {

if (r == NULL)
return O;

int altE = altura(r->esq);
int altD altura (r->dir) ;

if (altE > altD)
return (altkE + 1);

return (altDh + 1); /*altura = max(altE, altD) + 1*/
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Funcao recursiva para verificar se uma

AB é balanceada

boolean balanceada (tree 1) {

if (r == NULL)
return true;
else
if (r->esg == NULL && r->dir==NULL) /* r ndo tem filhos */
return true;
else
if (r->esqg!=NULL && r->dir!=NULL) /* r tem ambas subédrvores n&o-nulas */
return (balanceada (r->esq) && balanceada (r->dir); /* recursao */

else
if (r->esqg != NULL) /* tem um tnico filho - ‘a esquerda */
return (altura(r->esq) == 1);
else /* tem um tnico filho - ‘a direita */

return (altura(r->esq) == 1);
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Funcao recursiva para calcular o numero
de no6s de uma AB

int numeronos (tree r) {

if (r == NULL)
return O;
int nE numeronos (r—>esq) ;

int nD numeronos (r->dir) ;

return (nE + nD + 1);
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Funcao recursiva para verificar se uma
AB ¢ perfeitamente balanceada

boolean perfbalanceada (tree r) {

if (r == NULL)
return true;
else
if (r->esg == NULL && r->dir==NULL) /* r ndo tem filhos */

return true;

else
if (r->esqg!=NULL && r->dir!=NULL) /* r tem ambas subédrvores ndo-nulas */

return (perfbalanceada (r->esq) && perfbalanceada (r->dir) ;/*recursao*/

else
if (r->esqg != NULL) /* tem um tnico filho - ‘a esquerda */
return (numeronos (r->esq) == 1);
else /* tem um tnico filho - ‘a direita */

return (numeronos (r->esq) == 1);
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/* Funcdo p/ adicionar um filho a direita de um nd, cujo
ponteiro é dado (pai). Se o nd nao possui filho a
direita, entdo cria esse filho com contetdo “item” */

boolean insere dir (tree pai, tipo elem item) {

if (pai == NULL)
return FALSE;

if (pai->dir != NULL) {

printf ("ja tem filho a direita");

return FALSE;

tree no = malloc (sizeof (no));

no->esqg = NULL;
no->dir = NULL;
no->info = item;
pai->dir = no;
return TRUE;

Oou

cria raiz(pai->dir,
item) ;

return TRUE;
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AB - Percursos

Objetivo: Percorrer uma AB ‘visitando’ cada n6 uma
unica vez. Um percurso gera uma sequéncia linear
de nds, e podemos entao falar de no predecessor

ou sucessor de um no, segundo um dado percurso.

Nao existe um percurso unico para arvores (binarias
ou nao): diferentes percursos podem ser realizados,
dependendo da aplicacao.

Utilizacao: imprimir uma arvore, atualizar um campo
de cada nd, procurar um item, etc.
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AB — Percursos em Arvores

3 percursos basicos para AB's:

o pré-ordem (Pre-order)

o In-ordem (In-order)

o pos-ordem (Post-order)

A diferenca entre eles esta, basicamente, na ordem

em que cada no e alcancado pelo percurso

o “Visitar’ um no pode ser:
Mostrar (imprimir) o seu valor;
Modificar o valor do no;
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AB - Percurso Pré-Ordem

void pre ordem(tree raiz) {
if (raiz !'= NULL) { /\
visita(raiz); ///////\\\\\\\\\
pre ordem(raiz->esq) ; E3 (:

pre ordem(raiz->dir);

Resultado: ABDGCEHIF
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AB - Percurso Em-Ordem

void 1n ordem(tree raiz) {
if (raiz !'= NULL) { /\

in ordem(raiz->esq); ///////\\\\\\\\\
visita(raiz) ; E3 (:

in ordem(raiz->dir);

Resultado: DGBAHEICF
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AB - Percurso Pds-Ordem

void pos ordem(tree raiz) {
if (raiz != NULL) { /\
pos ordem(raiz->esq); ///////\\\\\\\\\
pos ordem(raiz->dir) ; E3 (:

visita(raiz);

Resultado: GDBHIEFCA
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‘ AB — Percursos

= Percurso para expressoes aritmeéticas

/‘ o Pre-ordem: +a*bc
‘ o In-ordem: a+(b*c)

i o Pdés-ordem: abc*+

= Em algoritmos iterativos utiliza-se uma pilha ou um
campo a mais em cada no para guardar o no
anterior (pai)
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Exercicios

/* Funcdo para calcular o nivel de um né. Dado o valor de
um elemento, se ele estd na arvore, retorna seu nivel,
retorna null c.c. OBS.: Nivel da raiz = 1*/

int nivel (tree t, tipo elem item) {
int n;
boolean achou = FALSE;

n = 0;

travessia(t, &n, item, &achou):;

return n;
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/*percorre a arvore com raiz em ptr em Pré-ordem,
procurando pelo item dado e calculando e retornando seu
nivel na variavel n*/

void travessia(tree ptr, int *niv, tipo elem item,
boolean *achou) {

if (ptr !'= NULL) {
niv ++;
if (ptr->info == item)
*achou == TRUE;

travessia (ptr->esq, niv, item, achou);
if (!*achou) {
travessia (ptr->dir, niv, item, achou);
if (!*achou)
niv --;
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Exercicios

Uma arvore binaria completa € uma arvore
estritamente binaria?

Uma arvore estritamente binaria € uma
arvore binaria completa?

Escreva um procedimento recursivo que
calcula a altura de uma AB.

Verifigue o que faz o procedimento enigma (a
sequir)
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void enigma (tree raiz) {
pilha *P;

tree x, pont;

define pilha(P); /*P & uma pilha*/

pont = raiz;
boolean acabou = (raiz == NULL);
while (!acabou) {

while (pont != NULL) {

visita (pont) ;
push (pont, P); /*insere pont na pilha P*/
pont = pont->esqg;
}
if (!pilha vazia (P)) {
X = topo(P); /*recupera o conteudo do topo de P*/
pont = x->dir;
pop (P); /*retira o elemento no topo da pilha*/
} else
acabou = TRUE;
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‘ Procedimento recursivo p/ destruir arvore,
liberando o espaco alocado (percurso em pos-
ordem)

void destruir (tree r) {
if (!vazia(r)) {
destruir (r->esq);
destruir (r->dir) ;

free(r);

r = NULL;
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