SMA 333 - Calculo III - 32 Lista de Exercicios - 14/03/2011

1. Estabeleca se cada uma das sequéncias indicadas converge ou diverge e, se convergir, determine o limite.
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2. Considere um numero de circulos de tamanhos iguais agrupados em n fileiras dentro de um triangulo
equilatero. Se ¢, denota o nimero desses circulos, entao resulta pela geometria da situacao que ¢, = 1,
¢n=1+2 ¢, =142+ 3 e assim por diante. Se A denota a drea do tridngulo e A,, é a soma das areas

dos ¢, circulos, mostre que
. A, ™
lim — = ——

3. Considere a sequéncia:

a; = \/i,ag =V 2\/5,&3 =1/ 2\/ 2\/5,...

Observe que essa sequéncia pode ser definida recursivamente pondo z; = v/2 e z,, .1 = +/2z, paran > 1.

a) Use indugdo matemaética para verificar que (a,,) é crescente e limitada superiomente por 2. Isto mostra

que a sequéncia e convergente e tem limite L < 2.

b) Mostre que lim a, =2
n—oo



4. Se z,, — x quando n — oo, entao a sequéncia das médias aritméticas dos x,, também converge a z, isto é,

Tr+xo2+ -+ Ty

Yn = —n.
n

Prove isto em duas etapas, como se segue.

a) comece supondo que z = 0, determine um inteiro positivo ngy tal que |x,| < €/2 para todo n > ng e
utilize o fato de que para esses valores de n temos

‘$1+$2+"'+$n071‘ + |Jjn0|—|—+|$n| <%+%7

n n
onde a = |x1 + 22 + - - + xp,—1| é uma constante.

b) No caso geral, em que x = 0 nao é admitido, utilize o fato de que, como z, — x — 0, podemos inferir
da parte (a) que
(x1—z)+ (22 —2) 4+ + (2 — )

Ty —T = — 0.
n

5. Utilize o problema anterior para estudar as sequéncias:
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5) Seja (a,) uma sequéncia tal que toda subsequéncia contenha uma subsequéncia convergente para o

mesmo limite [. Mostre que a sequéncia (a,,) é convergente com limite .
6) (Teorema dos intervalos encaixantes)

Seja [a1,b1] D [a2,b2] D ... D [an,bs] D ... uma sequéncia de intervalos fechados, cada um contendo o
seguinte. Suponha que a sequéncia (b, — a,) dos comprimentos de tais intervalos tende a 0. Demostre
que exista um tnico ponto C' comum a todos esses intervalos.

7) Seja (x,,) uma sequéncia de nimeros reais tais que, para um certo k, com 0 < k < 1, temos |z,41]| <
k|xy|. Mostre que lim =z, = 0.
n—-+oo

. Al s . . ~ . . Tn+1
8) Seja (z,) uma sequéncia de niimeros reais nao nulos tais que lim +
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que (x,) é convergente com limite zero. Observe que esse resultado é falso se |I| = 1. Dé um exemplo de

N . . . Tn+1
sequéncia (z,) tais que lim
n—-+oo T

= [ com |l|] < 1. Mostre

=lex, >1oux, >+



