Arvores binarias de busca

SCC-214 — Projeto de Algoritmos

Thiago A. S. Pardo

Arvore binarias

Arvores de grau 2, isto é, cada né tem dois
filhos, no maximo

/

Terminologia:
e filho esquerdo
e filho direito

)/ \ \ ¢ informacéao
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Arvores bindrias de busca (ABB)

Também chamadas “arvores de pesquisa” ou
“arvores ordenadas”

Definicao
Uma arvore binaria com raiz R é uma ABB se:

a chave (informagao) de cada né da subarvore
esquerda de R é menor do que a chave doné R (em
ordem alfabética, por exemplo)

— a chave de cada né da subarvore direita de R é maior
do que a chave do n6 R

as subarvores esquerda e direita também sdo ABBs

ABB

Exemplos
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ABB

Por que uma ABB é boa?

Imagine a situacao
Sistema de votacgao por telefone (“Vocé
decide”)
Cada numero sé pode votar uma vez
Um sistema deve armazenar todos os numeros
que ja ligaram
A cada nova ligacao, deve-se consultar o sistema

para verificar se aquele numero ja votou; o voto é
computado apenas se 0 numero ainda nao votou

A votacao deve ter resultado on-line

ABB

Por que uma ABB é boa?

Solucdo com ABBs

Cada numero de telefone é armazenado em
uma ABB

Suponha que em um determinado momento, a
ABB tenha 1 milhdo de telefones
armazenados

Surge nova ligacao e é preciso saber se 0
namero esta ou ndo na arvore (se ja votou ou
nao)




ABB

Por que uma ABB é boa?

Considere uma ABB com chaves
uniformemente distribuidas (arvore cheia)

O ©
O OO
CACACLGACLCASES
0000000000060

ABB

Por que uma ABB é boa?
Responda

Quantos elementos cabem em uma arvore de N
niveis, como a anterior?

Como achar um elemento em uma arvore assim a
partir da raiz?

Quantos nés se tem que visitar, no maximo, para
achar o telefone na arvore, ou ter certeza de que ele
n&o esta na arvore?
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ABB
Por que uma ABB é boa? Nivel Quantos cabem
1
2 3
3 7
4 15
o nivel 1
- o nivel 2 b Sl
O - nivel 3 10 1.024
o000 nivel 4 13 8.192
00000060 000~ nivel 5 16 65.536
— ~ nivelN 18 262.144
20 1 milhao
30 1 bilhdo

ABB

Por que uma ABB é boa?
Para se buscar em uma ABB

Em cada n6, compara-se o elemento buscado com o
elemento presente

Se menor, percorre-se a subarvore esquerda
Se maior, percorre-se subarvore direita

Desce-se verticalmente até as folhas, no pior caso,
sem passar por mais de um né em um mesmo nivel

Portanto, no pior caso, a busca passa por tantos nés
quanto for a altura da arvore




ABB

Exemplo: busca pelo elemento E nas arvores
abaixo

(D) (D)
(B CE) Ca) P
. dodw® & ®
& ABB ndo é ABB
3 consultas 6 consultas
ABB

Por que uma ABB é boa?

Buscas muito rapidas!!!
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ABB
Representacao
/ Raiz / Raiz
S
/ZEB\ ABB vazia
AEIN NEN
ALNAEN AR

I,

ABB

Declaracao similar as arvores binarias

convencionais
Manipulagao diferente

typedef struct no {

int info;

struct no *esq, *dir;
} no;

no *raiz;
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ABB

Operacodes sobre a ABB

Devem considerar a ordenagao dos
elementos da arvore

Por exemplo, na insercao, deve-se procurar pelo
local certo na arvore para se inserir um elemento

Exercicio

Construa a partir do inicio uma ABB com os
elementos K, E,C,P,G,F, A, T,M, U, V, X, Z

ABB

Operacoes basicas
Esta na arvore?
Insercao
Remocéao
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ABB

Esta na arvore?
Comparando o parametro “chave” com a informagéao
no né “raiz”, 4 casos podem ocorrer

A arvore é vazia => a chave nao esta na arvore =>
fim do algoritmo

Elemento da raiz = chave => achou o elemento (esta
no né raiz) => fim do algoritmo

Chave < elemento da raiz => chave pode estar na
subarvore esquerda

chave > info(raiz) => chave pode estar na subarvore
direita

Pergunta: quais os casos que podem ocorrer para a
subarvore esquerda? E para a subarvore direita?

ABB

Exercicio

Implementacao da sub-rotina de busca de um
elemento na arvore
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ABB

Insercao

Estratégia geral
Inserir elementos como nds folha (sem filhos)
Procurar o lugar certo e entéo inserir

Comparando o parametro “chave” com a informagéo
no no “raiz”, 4 casos podem ocorrer
A arvore é vazia => insere o elemento, que passara a
ser a raiz; fim do algoritmo
Elemento da raiz = chave => 0 elemento ja esta na
arvore; fim do algoritmo
Chave < elemento da raiz => insere na subarvore
esquerda

Chave > elemento da raiz => insere na subarvore
direita

ABB

Exercicio

Implementacao da sub-rotina de insergéo de
um elemento na &rvore
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ABB

Remocao
Para a arvore abaixo, remova os elementos T, C e K,

nesta ordem
/ R

ABB

Remocéao

Caso 1 (remover T): 0 n6 a ser removido (R) ndo tem filhos
Remove-se o n6
R aponta para NULL

Caso 2 (remover C): 0 né a ser removido tem 1 Unico filho
Remove-se o n6
“Puxa-se” o filho para o lugar do pai

Caso 3 (remover K): 0 n6 a ser removido tem 2 filhos
Acha-se a maior chave da subarvore esquerda
R recebe o valor dessa chave
Remove-se a maior chave da subarvore esquerda
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ABB

Exercicio para casa

Implementacao da sub-rotina de remocgéao de
um elemento da arvore

ABB

Vantagens

Se nos espalhados uniformemente,
consulta rapida para grande quantidade de
dados

Divide-se o espaco de busca restante em dois
em cada passo da busca

O(Log N)
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ABB

Analise do algoritmo: O(Log N)

> Log N + 1 vezes
Log8 +1 =4

ABB

Contra-exemplo

Insercéo dos elementos na ordem em que
aparecem

A, B,CD,E, .. Z

1000, 999, 998, ..., 1
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ABB

O desbalanceamento da arvore pode tornar a
busca tao ineficiente quanto a busca
sequencial (no pior caso)

O(N)

Solucao?

ABB

O desbalanceamento da arvore pode tornar a
busca tao ineficiente quanto a busca
sequencial (no pior caso)

O(N)

Solucao?

Balanceamento da arvore quando necessario!
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Conceitos

Arvore estritamente binaria
Os nos tem 0 ou 2 filhos
Todo né interno tem 2 filhos
Somente as folhas tém 0 filhos

Conceitos

Arvore binaria completa (ou cheia)
Arvore estritamente binaria
Todos os nds folha no mesmo nivel
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Conceitos

Uma arvore binaria é dita balanceada se, para cada
no, as alturas de suas duas subarvores diferem de,
no maximo, 1

AVL

Arvore binaria de busca balanceada

Para cada no, as alturas das subarvores
diferem em 1, no maximo

Proposta em 1962 pelos matematicos russos
G.M. Adelson-Velskki e E.M. Landis

Métodos de insercao e remogao de elementos da
arvore de forma que ela fique balanceada
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AVL: quem € e quem nao €?

(a) (b) (c)

A 5!
O O RQ
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A0 O 6QQ

AVL: quem € e quem nao €?

(a) (b) (c)

e o o

® 0 e

éx. /5‘00

_0/00 “‘
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Pergunta: a arvore abaixo € AVL?

Exercicio: onde se pode incluir um n6
para a AVL continuar sendo AVL?

o @ ‘i‘c o'i.
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AVL

Como é que se sabe quando é necessario
balancear a arvore?

Se a diferenca de altura das subarvores deve
ser 1, no maximo, entdo temos que procurar
diferencas de altura maior do que isso

Possivel solucédo: cada n6 pode manter a
diferenca de altura de suas subarvores

Convencionalmente chamada de fator de
balanceamento do né

AVL

Fatores de balanceamento dos nés

Altura da subarvore direita menos altura da subarvore
esquerda

Hd-He

Atualizados sempre que a arvore ¢ alterada (elemento
€ inserido ou removido)

Quando um fator € 0, 1 ou -1, a arvore esta
balanceada

Quando um fator se torna 2 ou -2, a arvore esta
desbalanceada

Operacgdes de balanceamento!

17/11/2010
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AVL: quem € e quem nao €

o0 L
. ® & ®

/
©
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AVL

Controle do balanceamento

Altera-se o algoritmo de insercéo para
balancear a arvore quando ela se tornar
desbalanceada ap6s uma insergéo (n6 com
FB 2 ou -2)

Rotacdes

Se arvore pende para esquerda (FB negativo),
rotaciona-se para a direita

Se arvore pende para direita (FB positivo), rotaciona-
se para a esquerda

2 casos podem acontecer

AVL: primeiro caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um n6
filhocom FB -1 (ou 1)

Os fatores de balanceamento tém sinais iguais:
subarvores de no raiz e filho pendem para o mesmo

lado

0 insigé? 0
ISP
@\@

0

G)
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AVL: primeiro caso

O}
Rotacao do né pai

'1 0 para a direita

(n6é com FB=-2 ou 2)

&S &
&

Pendendo para
a esquerda

8 desce
0 4 sobe

@ 6 é realocado
N

oo,
o é‘“

Arvore balanceada!!!

AVL: primeiro caso

Quando subarvores do pai e filho pendem

para um mesmo lado

Rotacdo simples para o

lado oposto

As vezes, é necessario realocar algum
elemento, pois ele perde seu lugar na arvore
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AVL: segundo caso

Raiz de uma subarvore com FB -2 (ou 2) e um n6
filhocom FB 1 (ou -1)

Os fatores de balanceamento tém sinais opostos:
subarvore de no raiz pende para um lado e subarvore
de no filho pende para o outro (ou o contrario)

- QAO
@ © & /@1
4

AVL: segundo caso

-2
A Rotagdo do né filho

0
@1 para a esquerda @
(né com FB=1 ou -1)
f 0 -1 /

(+)
&) é@

Rotacdo do né pai 0 \ 1
para a direita Arvore balanceada!!!

(né com FB=-2 ou 2)
> @

17/11/2010

23



AVL: segundo caso

Quando subarvores do pai e filho pendem
para lados opostos

Rotacao dupla

Primeiro, rotaciona-se o filho para o lado do
desbalanceamento do pai

Em seguida, rotaciona-se o pai para o lado
oposto do desbalanceamento

As vezes, é necessario realocar algum
elemento, pois ele perde seu lugar na arvore

AVL

As transformagdes dos casos anteriores
diminuem em 1 a altura da subarvore com
raiz desbalanceada p

Assegura-se o rebalanceamento de todos os
ancestrais de p e, portanto, o
rebalanceamento da arvore toda
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AVL

Novo algoritmo de insergao

A cada inserc¢ao, verifica-se o balanceamento
da arvore

Se necessario, fazem-se as rotagdes de acordo
com o caso (sinais iguais ou nao)

Em geral, armazena-se uma variavel de
balanceamento em cada né para indicar o FB

AVL

Declaracéao

typedef struct no {
int info;
struct no *esq, *dir;
int FB;

} no;

no *raiz;
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AVL

Exercicio

Inserir os elementos 10, 3, 2,5, 7 e 6 em uma
arvore e balancear quando necessario

AVL

Exercicio

Inserir os elementos A, B, C, ..., Jem uma
arvore e balancear quando necessario
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